"ra 
7 Ara 


| jo 


< 


A 


- 


ia 


Sa) 
O 
x 
man 
<q 
e 
LU 
| 
< 
2 
M 


R. PLIUSKEVIČIUS 


SUSIPAŽINKIME 
SU MATEMATINE 
LOGIKA 


„MOKSLAS“ 
1983 


22.12 
PL75 


YAK 510 


IlLmomkabnatoc P. [l03maK0MHMMCAa c MaTeMaATHVaCKOH AorKKoK. — B; Mokcnac, 
1983. — 72 c. — (ikona MaTeMaTrHKM; Ne 21). 

B KHHre pacCcMATpHBAIOTCA B MOCTYNHOÁ JIS WIKOJbHHKOB CTADIOHX KJIaCCOB 
þopMe Batala MaTeMATHYeCKOK JIOTHKH — JIOrHKA Bh ICKA3SbIBAHHĂ H IPeJĮHKATOB. 
Bsezemnas normteckas CHMBOJNIHKA MpPHMEHACTCA JIA BBIAENlEHKA OCO0e€HHOCTEH pa3- 
JIHYHbIX BHJĮOB TEOpEM, A TAKX6 JUIA OMMCAHAA HEKOTOpPEIX NpPaBHJI BbIBOMA, HCIIOJIb3Y 
€MbIX B MATEMATHYECKHX JĮOKA3ATEJI5CTBAX, ONUCHIBACTCA aKcHOMATHYECKHH METON M 
IIPHBOAATCA IPHMCEpLI HEKOTOPBIX AKCHOMATHYVeCKAX TEeOpHH, B VACTHOCTH, AKCHOMA- 
THYECKO0€ NOCTPOeHHe 3/JIEMEHTAPHOK JIOrHKH — HCYHCIEHHA BEICKA35IB4HHH, HCYHCJIE- 
HHA (PENHKATOB, a TAKKE apHĖMETHKA HAaTYPAJIBHBIX TACEJI. KpaTko OrHcEIBaeTCA 
Mamasa IlocTA, HUTOCTpPHpyIOMAA  OJĮHO H3 B03MOXHBKX YTOYHEHHA NOHATHA aro- 
pHTMA, a TAKXKE aJTOpHTMAICCKHeE JIOrAKA, ABIMOUMHECA XOPOMAM MpHMEPOM CHA- 
Te3a JIBYX OCHOBHBIX INOHATYAH MATEMATAVECKOH JIOTAKH — MOHATHA ACYHCJCHHA M 
UOSATHA AJITOpHTMA. 


Leidinį recenzavo fiz. ir mat. moksl. kand, S. Grigelionis 
ir fiz. ir mat. moksl. kand. S. Norgėla 


Pliuškevičius R. 
PI-75 Susipažinkime su matematine logika—V.: Mokslas, 
1983.—72 p. (Matematikos m-kla; 21). 


Knygoje analizuojami matematinės logikos pagrindai — teiginių ir predika- 
tų logika. Aprašomas aksiominis metodas, pateikima pavyzdžių. Trumpai apra- 
šoma Posto mašina. 


BBK 22.12 
517 


1702020000 —162 
D 40-83 
M 854(08)—83 © Leidykla „Mokslas“, 1983 


———[VADAS 


Tarp mokslininkų populiarus toks anekdotas: „Žinote, kaip fizikas 
įrodo, — sako matematikas, — kad 60 dalus iš visų skaičių? Jis yra pa- 
stebėjęs, kad 60 dalus iš 1, 2, 3, 4, 5 ir 6. Patikrinimui jis visai atsitiktinai 
pasirinko dar keletą skaičių, pavyzdžiui, 10, 15 ir 30. Kadangi 60 dalus ir 
iš jų, tai fizikas nusprendžia, kad eksprimentinių duomenų visai pakanka. 
ir daro išvadą, jog 60 dalus iš visų skaičių“. „Tačiau paklausykite, — 
juokiasi fizikas, — kaip inžinierius įsitikina, kad visi nelyginiai skaičiai 
vra pirminiai. Bet kuriuo atveju 1 gali būti laikomas pirminiu. Po jo eina 
3, 5, 7, kurie taip pat pirminiai. Toliau yra 9. Hm, nelemtas atvejis ... 9, 
manau, nėra pirminis. Bet 11 ir 13 vėl atitinka taisyklę. Valio! Tačiau grįž- 
kime prie 9, — sako inžinierius, — aš darau išvadą, kad 9 yra eksperi- 
mento klaida“. „Tai būk geras, — prašo fizikas ir inžinierius su klastinga 
šypsena matematiko, — paaiškink mums, kas yra įrodymas“. „Hm, — 
krapšto pakaušį susirūpinęs matematikas, — įrodymas — tai samprota- 
vimas, tiek įtikinantis mane, kad esu pasirengęs juo įtikinti ir kitus“. 

Dar nuo antikos laikų sąvoka „įrodymas“ dažniausiai siejama su 
matematika. Taip yra todėl, kad matematinių tvirtinimų teisingumas grin- 
džiamas ne bandymų ar stebėjimų rezultatais, o įvairiais loginiais sam- 
protavimais, „atsispyrus“ nuo pradinių tvirtinimų — aksiomų. Faigi kiek- 
viena matematinė teorija „stovi ant dviejų kojų“ — tam tikros aksiomų 
aibės ir logikos. Pastaroji yra tarsi tvirtas skeletas nuolat besivystančiam 
matematikos organizmui, suteikiantis jam patvarumą ir patikimumą. 

Žodis „logika“ yra kilęs iš senovės graikų kalbos žodžio „Jogos“, reiš- 
kiančio „žodis“, „sąvoka“, „išmintis“, „mokymas“. Logikos mokslo 
kūrėju laikomas senovės graikų filosofas Aristotelis (384 — 322 m. p. m. e,). 
Aristotelio sukurtoji logika išliko iki šių dienų. Ji vadinama /ormalią ja 
logika, nes tiria tokius samprotavimo dėsningumus, kurie priklauso ne nuo 
mąstymo turinio, o nuo jo formos. Vokiečių matematikas G. Leibnicas 
(1646 — 1716) bandė sukurti naują logiką — simbolinę. Leibnicas manė, 
kad visas turimas žinias galima išskaidyti į paprasčiausias sąvokas, jas 
pažymėti specialiais simboliais, apibrėžti veiksmų su tais simboliais tai- 
sykles, — ir turėsime naują logiką, tinkančią visiems samprotavimams 
pakeisti tam tikrais mechaniniais veiksmais. Anot Leibnico, tuomet nie- 
kam nereikės tuščiai ginčytis dėl savo tiesų, stengiantis vienam kitą perrėkti, 
užteks, sėdus prie stalo, apskaičiuoti, kas teisus iš tikrųjų. Kai kurias Leib- 
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nico idėjas savo darbuose realizavo airių matematikas Dž. Būlis (1815 — 
1864), laikomas matematinės logikos pradininku. Jis sukūrė algebrą, ku- 
rioje raidės reiškia ne skaičius, bet tvirtinimus, įgyjančius tik dvi reikšmes — 
„tiesa“ arba „melas“. Naujoji algebra buvo pavadinta logikos algebra, o 
vėliau tokias algebras imta taip pat vadinti Būlio algebromis. Amžininkai 
neįvertino Būlio darbų, laikydami juos neperspektyviais, nepritaikomais 
nei matematikoje, nei kituose moksluose. Tačiau nepraėjo nė šimtmečio, 
kai, remiantis logikos algebros aparatu, buvo sukurtas vienas iš XX am- 
žiaus stebuklų — elektroninė skaičiavimo mašina. O visgi logikos algebra 
yra tik matematinės logikos mokslo priešistorija. 

Galima išskirti dvi matematikos problemas, dėl kurių matematinė 
logika šiame amžiuje tapo aktualia ir savarankiška matematikos dišcip- 
lina. Pirmoji — vadinamoji matematikos pagrindimo problema. XIX a. 
pabaigoje matematikai pradėjo tikėti, kad galų gale bus įmanoma įvesti 
tvarką savo moksle, kuris tiek išsiplėtė, jog įvairių šakų matematikams 
pasidarė sunku suprasti vienam kitą. Ši viltis buvo siejama su aibių teorija, 
kuri atrodė vieningas ir patikimas pamatas statyti visam matematikos 
rūmui. Tačiau, matematikų nusivylimui, aibių teorijoje buvo atrasta įvai- 
rių loginių prieštaravimų — antinomijų. Matematikai pradėjo abejoti sa- 
vo mokslo pamatų tvirtumu — reikėjo įrodyti, kad vis dėlto matematika 
yra patikimas, neprieštaringas mokslas. Vokiečių matematikas D. Hil- 
bertas (1862 — 1943) pasiūlė matematikos neprieštaringumo įrodymo pro- 
gramą, pagrįstą griežta įrodymo sąvoka. Ja remdamiesi, Hilbertas ir jo 
mokiniai sukūrė matematinės logikos šaką įrodymų teoriją, padedančią 
geriau pažinti ir vartoti matematikoje bei kituose moksluose aksiominį 
metodą. 1931 m. austrų matematikas K. Gėdelis (1906 — 1977) įrodė dvi 
nuostabias matematinės logikos teoremas, parodžiusias tam tikrą Hil- 
berto programos ribotumą ir visiškai paneigusias Leibnico idėją apie bet 
kokių samprotavimų pakeitimą tam tikrais iš anksto apibrėžtais mecha- 
niniais veiksmais. Pirmoji teorema teigia, kad pakankamai sudėtingos ir 
neprieštaringos matematinės teorijos neprieštaringumo negalima įrodyti 
remiantis griežta įrodymo sąvoka. Antroji teorema teigia, kad bet kokioje 
pakankamai sudėtingoje matematinėje teorijoje yra teisingų matematinių 
tvirtinimų, kurių negalima įrodyti remiantis griežta įrodymo sąvoka. Ma- 
tematizuojant tiesos sąvoką, buvo sukurta matematinės logikos šaka 
modelių teorija. Jos pradininkai — tarybinis matematikas A. Malcevas 
(1909 — 1967) ir lenkų matematikas A. Tarskis (g. 1902). 

Antroji problema susijusi su algoritmo sąvoka. Algoritmą intuityviai 
suprantame kaip tam tikras taisykles, pagal kurias sprendžiame vienokio 
ar kitokio pobūdžio uždavinius. Intuityvia algoritmo sąvoka matematikai 
naudojosi nuo seno. Leibnicas svajojo sukurti universalų algoritmą, tin- 
kantį visoms matematikos problemoms spręsti. Ne vienas žymus matema- 
tikas dar XX a. pradžioje tvirtai tikėjo, kad bet kuriai matematikos prob- 
lemai galima rasti sprendimo algoritmą. Tikslinant algoritmo sąvoką, atsi- 
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rado atskira matematinės logikos šaka algoritmų teorija. Jos pradininkai — 
anglų mokslininkai A. Tiuringas (1912 — 1954), amerikiečiai E. Postas 
(1897—1954), A. Čiorčas (g. 1903), S. Klinis (g. 1909), austras K. Gėde- 
lis, tarybiniai matematikai P. Novikovas (1901 — 1975) ir A. Markovas 
(1903 — 1979). Remiantis tikslia algoritmo sąvoka, buvo įrodyta, kad yra 
nemažai tokių matematikos uždavinių, kuriems negali būti sprendimo al- 
goritmo. Nustatant įvairių algoritmų sudėtingumą, buvo sukurta vėl at- 
skira matematinės logikos šaka algoritmų sudėtingumo įvertinimo teorija, 
kuri yra ypač svarbi, sprendžiant įvairius uždavinius elektroninėmis skai- 
čiavimo mašinomis. Mašina gali išspręsti uždavinį, parašytą jai suprantama 
kalba, t. y. reikia parašyti uždavinio sprendimo programą. Viena iš svar- 
biausių programavimo problemų — programų patikimumas. Sprendžiant 
šią problemą, kuriasi nauja perspektyvi matematinės logikos sritis algo- 
ritminė logika. 

ioje knygelėje aiškinami matematinės logikos pradmenys — teiginių 
ir predikatų logikos elementai, matematinių apibrėžimų, sąvokų bei teo- 
remų loginio suvokimo būdai, aptariami kai kurie teoremų įrodymo me- 
todai, įvairios aksiominio metodo formos, intuityvi algoritmo sąvoka, 
Posto mašina ir supažindinama su algoritminės logikos sąvoka. 


I. TEIGINIŲ LOGIKA 


Matematika (kaip, beje, ir bet kuri mokslo sritis) yra tam tikrų tvirti- 
nimų aibė. Su tais tvirtinimais atliekamos įvairios operacijos — jie sujun- 
giami, paneigiami, išvedami vieni iš kitų. Savo pasakojimą pradėsime nuo 
paprasčiausios formos tvirtinimų, vadinamų teiginiais. Juos tiria speciali 
matematinės logikos šaka — teiginių logika. Panagrinėsime operacijas su 
teiginiais, išmoksime nustatyti teiginių teisingumą ir kelių teiginių ekvi- 
valentumą. Apie teiginių logikos ryšį su aibių teorija galima pasiskaityti 
knygelėse: Jaglomas J. Nepaprastoji algebra. — V.: Mintis, 1971 ir 
Bulota A. Susipažinkime su aibėmis. — V.: Mintis, 1973. 


Kiekviena matematinė teorija nagrinėja tam tikrus objektus: aritmeti- 
ka — skaičius, geometrija — geometrines figūras, matematinė analizė — 
funkcijas, aibių teorija — aibes ir t. t. Teiginių logika nagrinėja, žinoma, 
teiginius. Teiginiai — tai tokie tvirtinimai, kurie gali būti arba teisingi, 
arba klaidingi, bet negali būti teisingi ir klaidingi kartu. 

1 pavyzdys. Klausimas „Ar 2“ +1 yra pirminis skaičius?“ nėra tel- 
ginys, nes jis nėra tvirtinimas. Tuo tarpu tvirtinimai „2 x 2=4“; „227 +1 — 
piřminis skaičius“; „sin m>1“ yra teiginiai, nes pirmieji du yra teisingi, 
o trečiasis — klaidingas tvirtinimas. Tvirtinimas „Pirminių skaičių dvy- 
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nių* yra be galo daug“ taip pat yra teiginys, nors, deja, matematikai kol 
kas dar negali pasakyti, ar jis teisingas, ar klaidingas. 

Visi šie teiginiai yra labai paprasti, juose negalima išskirti jokių kitų tei- 
ginių. Tokie teiginiai vadinami paprastaisiais, arba elementariaisiais, tei- 
giniais. Kartais jie dar vadinami Joginiais kintamaisiais. 

Svarbu suprasti, jog teiginių logika netiria, kodėl vienas ar kitas pa- 
prastasis teiginys yra teisingas arba klaidingas. Sakysime, teiginio „Tri- 
kampio kampų suma lygi 1807“ teisingumą tiria geometrija, ir Euklido 
geometrijoje (kurią mokomės vidurinėje mokykloje) tas teiginys yra tei- 
singas, o Lobačevskio — klaidingas. Tačiau vienoje ir toje pačioje geomet- 
rijoje jis nėra ir teisingas, ir klaidingas kartu. 

Be paprastųjų, nagrinėjami sudėtiniai teiginiai. Sudėtiniai teiginiai su- 
daromi iš paprastųjų naudojant įvairias logines jungtis ir su jų pagalba 
atliekant logines operacijas. Susipažinkime su jomis pasitelkę paprastus 
pavyzdėlius. 

2 pavyzdys. Teiginys: „Jeigu vienoje tiesėje atidėtos kelios vienodo 
ilgio atkarpos ir per jų galus nubrėžtos lygiagrečios tiesės, kertančios kitą 
tiesę, tai pastarojoje jos atkerta vienodo ilgio atkarpas“ — sudėtinis. 
Jame galima išskirti tris paprastuosius teiginius: 

(1) „vienoje tiesėje atidėtos kelios vienodo ilgio atkarpos“, 

(2) „per jų galus nubrėžtos lygiagrečios tiesės, kertančios kitą tiesę“, 

(3) „jos atkerta pastarojoje vienodo ilgio atkarpas“. 

Pažymėję (1) teiginį raide A, (2) — raide B, (3) — raide C, sudėtinį 
teiginį galime užrašyti trumpiau: „Jeigu A ir B, tai C“. Jungtį „jeigu ..., 
tai ...“ pažymėję simboliu =, o jungtį „ir“ simboliu A, nagrinėjamą 
sudėtinį teiginį užrašome šitaip: (A AB) > C. Skliaustai, kaip ir aritmeti- 
koje bei algebroje, nurodo loginių jungčių veikimo sritį. Šiame pavyzdyje 
jungtis „ir“ veikia teiginius A ir B, jungtis „jeigu..., tai ...“ — teiginį 
(A AB) ir teiginį C. 

Teiginys „Netiesa, kad 41?+41 +41 — pirminis skaičius“ irgi yra sudė- 
tinis, nes jame galima išskirti paprastąjį teiginį „4134-41 +41 — pirminis 
skaičius“. Pastarąjį pažymėję raide 4, o jungtį „Netiesa, kad“ simboliu 1, 
sudėtinį teiginį užrašome 1 A (kartais rašome A, tačiau taip žymėti ne vi- 
sada patogu). Simbolis 1 vadinamas neigimo simboliu. Operacija, kuria iš 
teiginio A gaunamas teiginys 1 A, vadinama neigimo operacija (arba tie- 
siog neigimu). Atkreipkite dėmesį į tai, kad čia vienodai vadiname ir ope- 
raciją, ir jos rezultatą**. Ką reiškia neigimo operacija? Ji pakeičia teiginio 
teisingumo reikšmę priešinga, t. y. kai A yra teisingas, 1 4 yra klaidingas 
ir atvirkščiai. Pažymėjus teiginio teisingumą vienetu (rašomą A=!), o 

* T. y. pirminių skaičių, kurių skirtumas yra lygus 2. 

** Dažnai operacija ir jos rezultatas vadinami skirtingai. Pvz., atlikę sudėties opera- 


ciją, iš skaičių a ir b gauname naują skaičių a+ b, vadinamą jų suma; daugybos operaci- 
jos rezultatą vadiname sandauga. 
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klaidingumą nuliu (4A=0), neigimo operacija apibrėžiama Šitokia teisin- 
gumo lentele: 


| 
L 


1 
0 1 


Neigimo operacija yra unarinė — ji atliekama su vienu teiginiu. Kitos 
teiginių logikos operacijos — binarinės, nes jos atliekamos su dviem tei- 
giniais. Dažniausiai nagrinėjamos binarinės jungtys ir jas atitinkančios bi- 
narinės operacijos pateiktos lentelėje. 


Jungtis Simbolis Operacija 
„arba ... V disjunkcija 
is AE T A konjunkcija ; 
jeigu ..., tai . => implikacija 
„tada ir tik is kai „.. + ekvivalentumas 


Daugtaškių vietose turi būti teiginiai, su kuriais atliekamos operacijos, 
Šių operacijų pavyzdžių nesunkiai sugalvos kiekvienas skaitytojas. Jų, 
kaip ir neigimo operacijos, griežti apibrėžimai yra teisingumo lentelės- 
rodančios, kokia yra sudėtinio teiginio teisingumo reikšmė, kai teisingi ar, 
ba klaidingi jį sudarantys paprastieji teiginiai. Pateiksime disjunkcijos- 
konjunkcijos, irmplikacijos ir ekvivalentumd operacijų teisingumo lente. 
les. 


A | B | AVB | AAB | A>B | AB 
| 
| 
1 1 1 1 1 1 
0 1 1 0 1 0 
1 0 1 0 0 0 
0 | 0 0 0 1 1 


O dabar trumpai pakomentuosime šias binarines logines operacijas. 
Kaip matome, teiginių A ir B disjunkcija yra teisinga tada ir tik tada, 
kai teisingas bent vienas iš teiginių A ir B. 
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Teiginių A ir B konjunkcija teisinga tada ir tik tada, kai teisingi abu 
teiginiai A ir B. Pavyzdžiui, teorema „Trikampio vidurio linija yra lygia- 
greti pagrindui ir lygi jo pusei“ bus įrodyta tada ir tik tada, kai įrodysi- 
me abi vidurio linijos savybes. Disjunkcijos arba konjunkcijos operaci- 
jas kartais atliekame iš eilės su keliais teiginiais A,, ..., An; tada gautus 

n n ' 


sudėtinius teiginius patogu žymėti V A; ir Ą A,. Kadangi disjunkci- 
i=l ]=į 
jos operacija dar vadinama logine sudėtimi, o konjunkcijos — logine dau- 
n n 


gyba, tai teiginys V A; vadinamas logine suma, o teiginys VAN A; — lo- 
im] i=1 
gine sandauga. 

Analizuojant sudėtinį teiginį 4=B, svarbu tik tai, kad iš teisingo tel- 
ginio A (implikacijos prielaidos) negali išplaukti klaidingas teiginys B 
(implikacijos išvada), ir nesvarbu, ar yra prasminis ryšys tarp teiginių A 
ir B. Implikacija A = B skaitoma įvairiai: „Jeigu A, tai B“, „B tik tada, 
kai A“, „A — pakankama sąlyga, kad būtų B“, „B — būtina sąlyga, kad 
būtų A“, „Iš A išplaukia B“, „B yra loginė išvada iš A“. Jeigu implikacija 
A = B yra teisinga, tai sakoma, kad teiginys A stipresnis negu teiginys B. 
Pavyzdžiui, teiginys „n — pirminis skaičius“ yra stipresnis negu „n — 
sveikasis skaičius“. Ekvivalentumo operacija glaudžiai susijusi su imp- 
likacijos operacija. Palyginę šių operacijų teisingumo lenteles, lengvai 
įsitikinsime, kad teiginys A <> B yra teisingas tada ir tik tada, kai tei- 
singas ir teiginys A = B, ir teiginys B = A. Vadinasi, teiginys A < B 
yra tiesiog trumpiau užrašytas teiginys (A = B) A(B > A). Ekvivalentu- 
mas, kaip ir implikacija, skaitomas įvairiai: „A teisingas tada ir tik ta- 
da, kai teisingas B“, „B klaidingas tada ir tik tada, kai klaidingas A“, 
„A yra būtina ir pakankama B sąlyga“, „B yra būtina ir pakankama A 
sąlyga“, „Teiginiai A ir B ekvivalentūs“, „Jeigu A, tai B ir atvirkščiai“, 
„Iš B išplaukia A ir atvirkščiai“. 


Pratimai 


1. Pažymėję raidėmis elementariuosius teiginius ir pavartoję loginius simbolius, 
užrašykite šiuos teiginius: 

a) „Šis trikampis yra statusis ir lygiašonis“; 

b) „Jeigu skaičius dalus iš 2 ir iš 3, tai jis dalus ir iš 6“; 

c) „Jeigu vieno trikampio dvi kraštinės yra proporcingos kito trikampio dviem 
kraštinėms ir kampai tarp tų kraštinių yra lygūs, tai tie trikampiai panašūs“: 

d) „Skaičius yra racionalusis tada ir tik tada, kai jis išreiškiamas dviejų sveikųjų 
skaičių santykiu“; 

e) „Jeigu piramidės pagrindas yra taisyklingasis daugiakampis, O piramidės aukšii- 
nė eina per jo centrą arba dvisieniai kampai prie pagrindo yra lygūs, tai ta piramidė — 
taisyklingoji“. 


2. Duoti elementarieji teiginiai: 

A — „Šis skaičius — sveikasis“: 

B — „Šis skaičius — teigiamas“; 

C — „Šis skaičius — pirminis“; 

D — „Šis skaičius dalus iš trijų“. 

Sudarykite iš jų įvairius sudėtinius teiginius, naudodami logines jungtis. 


S 2. Kaip nustatomas teiginių teisingumas 


Bet kokio sudėtinio teiginio teisingumo reikšmę galime nustatyti, 
naudodamiesi loginių operacijų teisingumo lentelėmis. 

3 pavyzdys. Turime sudėtinį teiginį: (A V B) > (a AATCC) (BV C)). 
Tarkime, teiginių A, B, C teisingumo reikšmės yra 1, 1, 0. Nagrinėjamo su- 
dėtinio teiginio teisingumo reikšmei nustatyti sudarome lentelę: 


A E | C TA | 1c ava |anc |Bve | D vmn 


rfa lofjalo] o 


SPETTI 


Čia D pažymėjome teiginį (I 4 A1 C) < (BVC). 

O dabar tarkime, kad A=0, B=0, C=0. Lengva patikrinti, kad šiuo 
atveju nagrinėjamas teiginys (A VB) > D=1. Vadinasi, tas pats teiginys, 
kai elementariųjų teiginių teisingumo reikšmės vienokios, gali būti teisin- 
gas, o kai kitokios, — klaidingas. Tačiau, elementariųjų teiginių teisingu- 
mo reikšmėms nekintant, sudėtinis teiginys negali būti ir teisingas, ir klai- 
dingas kartu. | Ę 

Analogiškai sudarome bet kokių sudėtinių teiginių teisingumo lente- 
les. Atkreipsime dėmesį štai į ką: jeigu sudėtinis teiginys susideda iš » 
skirtingų paprastųjų teiginių, o jų teisingumo reikšmės iš anksto neduotos, 
tai jo teisingumo lentelėje bus 2” eilučių (nes kiekvienas teiginys gali įgyti 
dvi reikšmes). 

4 pavyzdys. Sudarysime teiginio (1 4 VB) A( TB V A) teisingumo len- 
telę: 


A | B TA | 18 TAVB 1BVA | (IAVB)A(IBv A) 


| 
I | 
| 


= = © © 
= oO 


1 
0 
1 
1 


= oom 


O m= Ọ Mm 
m © m m 


1 
1 
0 
0 


Teisingumo lentelę galima užrašyti ir trumpiau, rašant teisingumo reikš- 
mę tik po loginės operacijos ženklu: 


A | B | (IAVBJAOBV A) 
1 1 0 1 10 1 
1 0 0 0 01 1 
0 1 1 1 00 0 
0 0 1 1 11 1 


Jeigu sudėtinis teiginys yra teisingas nepriklausomai nuo to, kokios yra 
jį sudarančių teiginių teisingumo reikšmės, tai sakome, kad jis yra tapačiai 
teisingas; o jeigu sudėtinis teiginys yra klaidingas, esant bet kokioms jį 
sudarančių teiginių teisingumo reikšmėms, sakome, kad jis — tapačiai 
klaidingas. Tapačiai teisingi teiginiai dažnai vadinami tautologijomis, o 
tapačiai klaidingi — prieštaravimais. Dar kartą pabrėžiame: tautologijos 
yra teisingos, o prieštaravimai — klaidingi nepriklausomai nuo to, ar 
teisingi, ar klaidingi jas sudarantieji teiginiai. 

5 pavyzdys. Teiginiai AVB<+> BV A ir AAB = BAA (išreiškiantys 
loginės sumos ir sandaugos komutatyvumą) yra tapačiai teisingi, o teigi- 
nys AA1.AA — tapačiai klaidingas (patikrinkite, sudarydami teisingumo 
lenteles). 

Teiginys, kuris nėra nei tapačiai teisingas, nei tapačiai klaidingas, 
vadinamas išpildomuoju, arba neapibrėžtuoju. 


Pratimai 


1. Sakykime, A=0, B=0, C=0. Nustatykite teisingumo reikšmę šių teiginių: 
a) AA(BVC); b) (AABJV(AAC); 
c) AV(IBAC): d) (AVBJA(AVC): 
e) A= (B= C); O) (AAB)> C; 
g) B> (A> C); 
2. a) Žinoma, kad A= B=1, o A+> B=0. Kam lygu B= A? 
b) A+>B=1. Kam lygų 14B ir Ae 1B? 
c) A=1. Kokias teisingumo reikšmes įgyja teiginiai (T AAB)=> C ir 1 4> 
= (BYV CO)? 


d) A= B=1. Kokias teisingumo reikšmes įgyja teiginiai C= (4= B) ir 
1(4= B)=>B? 


e) A= B=1. Ar galima nustatyti teiginio (4 = B)= C teisingumo reikšmę? 
3. Kurie iš šių teiginių yra tautologijos, prieštaravimai ir neapibrėžtieji teiginiai : 
a) 1(4= C); |b) A=> 14; c) (A>18)> (B> A); G) (A=> 0> (=> 
= C)> ((AVB)> C))? 
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$ 3. Ekvivalentūs teiginiai 


Teiginiai A ir B vadinami ekvivalenčiais, arba tapačiais, jeigu teiginys 
A < B yra tautologija. Teiginių A ir B ekvivalentumą žymėsime A= B. 
Simbolis = nereiškia loginės operacijos, o tik dviejų teiginių sąryšį — jų 
tapatumą, tai, ką dažnai išreiškiame žodžiais „kitaip sakant“. Iš ekviva- 
lentumo operacijos ir teiginių ekvivalentumo apibrėžimų išplaukia, kad 
teiginiai yra ekvivalentūs tada ir tik tada, kai sutampa jų teisingumo len- 
telės. 

6 pavyzdys. Iš 4 pavyzdžio gauname: A= B=(14VBA(1.BV A). 
Lengva patikrinti, kad 4 VB=14 = B ir AAB=1U(A = 18); AVB= 
=](14 AIB) ir A> B=1 (4M1 B); AAB=TU(014AV1B) ir 4 => B= 
=] 4 VB. Vadinasi, vietoj įvestų penkių loginių operacijų A, V, =, <, T 
galima naudotis tik dviem: 1 ir = arba Tir A, arba T ir V. Pažymėję 
tapačiai klaidingą teiginį raide K, neigimą galime išreikšti šitaip: 1 A=A > 
=> K. 

Nurodysime plačiausiai naudojamus teiginių logikos tapatumus (jie 
dar vadinami teiginių logikos dėsniais); T juose reiškia tapačiai teisingą 
teiginį, K — tapačiai klaidingą teiginį: 

1) AATA=K — prieštaravimo dėsnis; 

2) AVIA=T — trečiojo negalimo dėsnis; 

3) 171 4A=A — dvigubo neigimo dėsnis; 

3 AAB=BAA 

) 1VB=BVA 
AN(BAC)S(AABJAC 
) AV(BvVC)=(AvB)vC 
AA(BVC)=(4AABV(AAC) 
AV(BAC)=(AVB)A(AV CO) 
1(4 A B)=14v1B 
1(4v B)=14A1B 


Naudojantis įvairiais tapatumais, teiginių logikoje, kaip ir įprastinėje 
algebroje, galima atlikti ekvivalenčius pertvarkymus. Ekvivalenčių pertvar- 
kymų tikslas — užrašyti teiginį paprasčiau, suprantamiau. 

7 pavyzdys. Teiginiui T(1 4 V 1 B) pritaikę de Morgano dėsnį, po to 
dvigubo neigimo dėsnį, gauname jam ekvivalentų teiginį A AB. Taigi 
1014V1B)=AAB. 

Matematikoje dažnai nagrinėjami reiškiniai, užrašyti tam tikru pavi- 
dalu, vadinamu kanoniniu, arba sunormintu. Taip užrašyti teiginiai leng- 
viau suprantami. Teiginių logikoje, pavyzdžiui, nagrinėjami teiginiai, 
kuriuose nėra implikacijos ir neigimo operacijos simbolis yra tik prieš ele- 


| — komutatyvumo dėsniai; 
| — asocidtyvumo dėsniai; 
— distributyvumo dėsniai; 


| — de Morgano* dėsniai. 


* Augustas de Morganas (1806—1871) — anglų logikas. 
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mentariuosius teiginius. Tokio pavidalo teiginiai vadinami sunormintais“ 
Atliekant ekvivalenčius pertvarkymus, galima sunorminti bet kurį teiginį: 

Iš tikrųjų, remdamiesi A => B=7 A VB, iš bet kurio teiginio galime eli- 
minuoti implikaciją. Neigimo simbolį „perkeliame“ prie elementariųjų 
teiginių, naudodamiesi dvigubo neigimo ir de Morgano dėsniais. 

8 pavyzdys. Sunorminsime teiginį 1(A = (B > 1 A)). Eliminuojame 
implikaciją: T(A= (B=>14))=1(14V (B = 14))=1(14VABV14)). 
Dabar perkeliame neigimo simbolį: 1 (14 V G BVIA)J= NAM BV 
vippan A MIBA A)=AA (B Pr Pritaikius komutatyvumo 
bei asociatyvumo dėsnius ir tapatumo sąryšį AAA =A, gautą sunormintą 
teiginį dar galima suprastinti: Æ A (BAA)= A AB. Vadinasi, 1 (A > (B > 
=] A)) =A AB, 


2 


Pratimai 


1. Sunorminkite šiuos teiginius: 

a) A= (B= C); b) (AAB)= C; 

c) (A= B)> ((1A> (B= C))> (A> C)). 

2. Ar ekvivalentūs šie teiginiai: 

a) „Netiesa, kad 2x 24“ ir „2x2=4“; 

b) „Netiesa, kad šis trikampis lygiakraštis i ir statusis“ ir „Šis trikampis nelygiakraš- 
tis arba nestatusis“ 

c) „Netiesa, kad keturkampis yra kvadratas tik tada, kai tas keturkampis yra ly- 
giagretainis ir visos jo kraštinės lygios“ ir „Keturkampis yra lygiagretainis, visos jo kraš- 
tinės lygios, ir jis nėra kvadratas“; 

d) „Netiesa, kad skaičius yra dalus iš 6 tik tada, kai jis dalus ir iš 2, ir iš 3“ ir „Skai- 
čius dalus iš 2 arba iš 3, ir jis nedalus iš 6“, 


II. PREDIKATŲ LOGIKA 


Panagrinėkime šitokį tvirtinimą: „Jeigu ne kiekvienas aibės M ele- 
mentas turi savybę P, tai aibėje M egzistuoja toks elementas, kuris neturi 
savybės P“. Ar tai tiesa? Be abejo! Tačiau kodėl? Pamėginkime šio tvir- 
tinimo teisingumą pagrįsti teiginių logika. Pažymėję elementarųjį teiginį 
„Kiekvienas aibės M elementas turi savybę P“ raide A, elementarųjį 
teiginį „Aibėje M egzistuoja toks elementas, kuris neturi savybės P“ rai- 
«de B, nagrinėjamąjį sudėtinį teiginį užrašome šitaip: 1 A = B. Sudarę jo 
teisingumo lentelę, gauname, kad šis teiginys yra tik išpildomasis. Įrodyti 
minėto tvirtinimo teisingumą teiginių logikos nepakanka, nes teiginių 
logika nesiskverbia į paprastųjų teiginių struktūrą. Tam reikia papildo- 
mų priemonių, naujų sąvokų. Tokios papildomos sąvokos yra trys: ter- 
mai, predikatai ir kvantoriai. Papildę jomis teiginių logiką, gauname Žy- 
miai universalesnę logiką — predikatų logiką. Šiame skyriuje ir susipa- 
žinsime su termo, predikato bei kvantoriaus sąvokomis, panagrinėsime 
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predikatų logikos formules, jų tapatumus, išmoksime „subtiliai priešta- 
rauti“, t. y. paneigti predikatų logikos formules, nerašydami priekyje 
neigimo simbolio. 


$ 1. Termai ir predikatai i 


Matematikos kalba — tai simbolių kalba. Štai algebroje nuolat var- 
tojame paprasčiausius simbolius — kintamuosius x, y, z, ..., kuriuos 
dar vadiname nežinomaisiais. (Pvz., lygtyje x?— 5x4+6=0 x vadiname ne- 
žinomuoju, o tapatybėje sin? x+cos?x=1 — kintamuoju.) Matematinėje 
logikoje kintamųjų ir nežinomųjų neskiriame ir visada vadiname kintamai- 
siais. Be kintamųjų ir konstantų (skaičių), matematiniuose reiškiniuose 
vartojami įvairių funkcijų simboliai. Pavyzdžiui, reiškinyje cos (27—x) 
yra konstantos 2 ir x, kintamasis x, kosinuso ir atimties simboliai. Predi- 
katų logikoje tokie reiškiniai vadinami termais. Pavyzdžiui, 3, x, 1g x+ 
+1gy, x?+y?, (10+x)}% — termai. Paprasčiausi termai — tiesiog kin- 
tamieji ir konstantos. 

Grįžkime vėl prie lygties x?— 5x4+6=0. Tvirtinimas „xž-—5x4+6=0“ 
nėra teiginys, nes negalima pasakyti, ar jis teisingas, ar klaidingas. Tai 
priklauso nuo kintamųjų reikšmių. Tačiau jis tampa teiginiu, kintamąjį 
x pakeitus konkrečiomis jo reikšmėmis. Vietoj x įrašius 2 arba 3, lygtis 
x?— 5x46=0 bus teisingas teiginys, o įrašius bet kurį kitą skaičių, — klai- 
dingas. Tvirtinimas | „x+y|<|x |+|x|“ bus teisingas teiginys, vietoj x 
ir y įrašius bet kuriuos realiuosius ar menamuosius skaičius. Tvirtinimas 
„x — nelyginis skaičius“ teisingas tik kai xe{1, 3, 5, 7, 9, ...), kitais at- 
vejais jis yra klaidingas. Stai tokie tvirtinimai su kintamaisiais ir vadinami 
predikatais. Predikatai su vienu kintamuoju nusako tam tikrą kintamojo 
savybę. Pavyzdžiui, „x — pirminis skaičius“, „x — lyginis skaičius“, 
„X>T“, „XŽ-5x+6=0“. Pastarasis tvirtinimas reiškia savybę „x — lyg- 
ties x2Ž—5x+6=0 sprendinys“. Tokie predikatai vadinami vienviečiais. 
Daugiaviečiais predikatais išreiškiamas ryšys tarp kintamųjų, todėl kartais 
predikatai dar vadinami sąryšiais. Pavyzdžiui, „x=y“, „X>y“ — dvivie- 
čiai predikatai, dar vadinami binariniais sąryšiais. Predikatas „Skaičių 
x ir y sandauga lygi skaičiui z“ — trivietis predikatas. - 

Nagrinėjant predikatus, reikia apibrėžti jo kintamųjų kitimo sritis. 
Pats predikatas gali būti teisingas ar klaidingas, t. y. įgyti teisingumo reikš- 
mẹ 1 arba O, žiūrint kokios kintamųjų reikšmės. Vadinasi, predikatas yra 
n kintamųjų funkcija, įgyjanti reikšmes iš aibės (1, 0), įrašius vietoj visų 
kintamųjų įvairias jų reikšmes iš jų kitimo srities. Todėl dažnai sakoma, 
kad predikatas yra n-vietė loginė funkcija (kai n=0, jis virsta teiginiu). 
Šios funkcijos ženklas vadinamas r=viečiu predikatiniu simboliu. Aibė kin- 
tamųjų reikšmių, su kuriomis predikatas virsta teisingu teiginiu, vadinama 
predikato teisingumo aibe. Pavyzdžiui, predikato x*— 15x444=0 teisin- 
gumo aibė yra 14, 11}, predikato „x — pirminis skaičius“ teisingumo aibė 
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yra begalinė — visi pirminiai skaičiai. Predikatas, kurio teisingumo aibė 
sutampa su visa jo kintamųjų kitimo sritimi, vadinamas tapačiai teisingu, 
o predikatas, kurio teisingumo aibė yra tuščia, — tapačiai klaidingu. 

1 pavyzdys. Sakykime, x €R, t. y. x kinta realiųjų skaičių aibėje. Tada 
predikatai „x2>0“, „sin? x+cos? x=1“ yra tapačiai teisingi, o predika- 
tai „x?= —1“, „cosx>1“ — tapačiai klaidingi. 

Predikatai, kurių teisingumo aibės, taip pat ir kintamųjų kitimo aibės 
sutampa, vadinami ekvivalenčiais (tapačiais). Predikatų A ir B ekviva- 
ientumą žymėsime A=B, o neekvivalentumą — AÆB. 

2 pavyzdys. 1) x4—x1+2=x*—-x12=M=x*(xeR), 2) x?+lgx= 
=x +lg xÆx?=x (x ER), nes šių predikatų kintamųjų kitimo aibės yra 
skirtingos — pirmoji lygtis apibrėžta, kai x>0, o antroji, kai x — bet 
kuris realusis skaičius. 3) „X — pirminis skaičius“ = „x — nelyginis skai- 
čius“ (x<(3, 5, 7, 11, 13}. 


Pratimai 


1. Tarę, kad x, ye R, raskite šių predikatų teisingumo aibes: 

a) sinx>2; b) x*+7y2>0; O) Įx+yI<!x|+iv|. 

2. Kurie iš pirmojo pratimo predikatų yra: 

a) tapačiai teisingi; b) tapačiai klaidingi? | 

3. Tarę, kad xe R, nustatykite, kurios predikatų tapatybės yra teisingos: 
a) x+1=0=(x+1)*=0; 


b) VA+2x+1=-(+1+1)=1+x=0. 


$ 2. Kvantoriai 


Predikatams taikomos visos teiginių logikos operacijos. Pavyzdžiui, 
implikacija P (x) = A (x) yra predikatas, klaidingas su tomis ir tik tomis 
kintamojo x reikšmėmis, su kuriomis teisingas predikatas P (x) ir klaidin- 
gas predikatas A (x). Vadinasi, implikacija „x — pirminis skaičius = x— 
nelyginis skaičius“ klaidinga tik tada, kai x=2; implikacija „x<0 = 
> y20“, — tik kai x ir y įgyja neigiamas reikšmes; implikacija „sin? x + 
+cos?x=1 > |y [<0“ klaidinga su bet kuriomis x ir y reikšmėmis. 
Analogiškai konjunkcija P (x) AA (x) yra predikatas, teisingas su tomis 
ir tik tomis kintamojo x reikšmėmis, su kuriomis teisingi abu predikatai 
P(x) ir A(x). Vadinasi, pritaikę predikatams teiginių logikos operacijas, 
vėl gauname predikatus. 

Kaip žinome, predikatas virsta teiginiu, jo kintamuosius pakeitus reikš- 
mėmis iš jų kitimo srities. Tačiau galima predikatą paversti teiginiu ir 
kitaip: griežčiau nusakius jo kintamuosius. Pavyzdžiui, tvirtinimas „x — 
lyginis skaičius“ yra predikatas, o tvirtinimai „Bet kuris skaičius x yra ly- 
ginis“, „Egzistuoja toks skaičius x, kuris yra lyginis“ — jau teiginiai, ir 
pirmasis yra klaidingas, o antrasis — teisingas. Tokiais atvejais sakome, 
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kad kintamasis x yra surištas. Šias surišimo operacijas vadiname kin- 
tamųjų kvantorinimu, o jų simbolius — kvantoriais. Paprastai naudojami 
du kvantoriai — bendrumo kvantorius ir egzistavimo kvantorius. Bendru- 
mo kvantorius žymimas V (apversta pirmoji anglų kalbos žodžio all — 
„visi“ raidė). Užrašas V x pakeičia žodžius „Kiekvienas x“, „Kad ir koks 
būtų x“, „Visi x“, „Su kiekvienu x“ ir pan. Egzistavimo kvantorius žy- 
mimas 3 (apversta pirmoji anglų kalbos žodžio exist — „egzistuoti“ 
raidė). Užrašas Jx pakeičia žodžius „Egzistuoja (yra) toks x“, „Galima 
rasti tokį x“ ir pan. Kintamasis, kurį kvantorius suriša, vadinamas suriš- 
tuoju, o kvantorių nesurišti kintamieji vadinami laisvaisiais; pavyzdžiui, 
tvirtinime 3y(x<y)y — surištasis, x — laisvasis kintamasis, teiginyje 
Vxžy(x<y) x, y — surištieji kintamieji. Su laisvaisiais bei surištaisiais 
kintamaisiais Sus auhamė ir kitose matematikos šakose. Pavyzdžiui, 
V 
reiškiniuose 5 a;, lim umy (x, y), f (x? +y?)dx kintamieji n ir y yra lais- 


i=1 
vieji, oxir i — ee Surištuosius kintamuosius pažymėjus kita raide, 


pavyzdžiui, 5 lj, lim im f (z, y), j (z? + y?) dz, reiškinių prasmė nepakinta. 


Jeigu reiškinyje yra keli vienodi kvantoriai iš eilės, tai trumpumo dėlei 
galima rašyti tik vieną kvantorių ir nurodyti visus jo rišamus kintamuosius. 
Pavyzdžiui, tvirtinimą Vx,... Vx,A(x,, ..., Xna) galima užrašyti šitaip: 
Vai. X. A (Xis -<-> Xn). 

Sakykime, A (x) — vienvietis predikatas. Tada teiginys V xA (x) yra 
teisingas, jeigu A (x) teisingas su kiekvienu x iš jo kitimo srities, priešingu 
atveju V xA (x) yra klaidingas. Analogiškai 3xA (x) yra teisingas, jeigu 
A (x) yra teisingas su kuriuo nors kintamuoju x iš jo kitimo srities, priešin- 
gu atveju 3xA (x) yra klaidingas. Atlikę kvantorinimo operaciją su n-vie- 
čiu predikatu A (x,,..., X, .-., Xn) gauname tvirtinimus Vx;A (Xi --., 
Xis Xi), IXA (Xio Xp, --. Xn). "Tačiau pastarieji tvirtinimai yra 
ne teiginiai, o (m— 1)-viečiai predikatai. Teiginiais jie virstų tada, jei 
vietoj kintamųjų X, .-., Xi-1s Xi+1» --- Xn Įrašytume reikšmes iš jų kiti- 
mo srities arba jeigu kvantoriais surištumėme kiekvieną kintamąjį. 

Turėdami omenyje aprašytą kvantorių prasmę, matome, kad bendru- 
mo kvantorius reiškia tą patį, ką ir kartotinė konjunkcija, o egzistavimo 
kvantorius — tą patį, ką ir kartotinė disjunkcija. Jeigu, pavyzdžiui, x € 
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ef1,2, 3, 4, 5), tai teiginys Y xA (x) reiškia tą patį, ką ir teiginys N A(i), 
: i=l 
o teiginys IxA(x) — tą patį, ką ir teiginys V A(i). Kai kintamųjų 
iœ 
kitimo sritis begalinė, gaunama begalinė konjunkcija ir begalinė disjunkcija. 
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3 pavyzdys. Sakykime, x, yeN. Tada teiginys Vx3 yA (x, y) reiškia 


tą patį, ką ir teiginys Ą JyA(i, y), o šis — tą patį, ką ir teiginys 


A V46 j) 
i=! j=] 

Be dviejų „tradicinių“ kvantorių, esama ir kitokių. Dažnai patogu var- 
toti skiriamąjį egzistavimo kvantorių, žymimą 3! x ir pakeičiant} žodžius 
„Egzistuoja (yra) vienintelis toks x“. Atkreipsime dėmesį į tai, kad pas- 
tarąjį teiginį galima išreikšti kvantoriais V x ir 3 x: teiginys 3! x4 (x) reiškia 
tą patį, ką ir teiginys Jx ( A(x)AV y (A (y) > (x= »))). 

Kartais vartojami ribotieji kvantoriai: 3 (x €M), V (xeM) (arba 3(x< 
<a), V(xza), 3(x, yeM, y+0) ir pan.). Beje, ribotuosius kvantorius 
galima išreikšti neribotaisiais: tvirtinimai 3 (xeM) A (x), V (xeM) A (x) 
reiškia tą patį, ką ir tvirtinimai 3 x (x eM AA (x)), Vx (x EM => A (x)), 
tvirtinimas 3 (x, y EM, x<)) A (x, y) — tą patį, ką ir tvirtinimas 3 xy (x€ 
EM AyeM Ax<yAA (A, »)), o tvirtinimas V(x, yeM, y#0) A(x, y) — 
tą patį, ką ir tvirtinimas V xy ((x<M AyeM Ay*0) = A (x, »)). 

Geometrijos tvirtinimuose patogu vartoti ribotuosius kvantorius su 
geometrinių objektų (trikampių, keturkampių, vektorių ir t. t.) simboliais. 
Pavyzdžiui, „V A4BC“ reiškia „Bet kuriam trikampiui ABC“, „20A8CD“ 
reiškia „Egzistuoja keturkampis ABCD“, „Vab“ reiškia „Bet kuriems 
vektoriams a, b“. 

4 pavyzdys. Žinomą Pitagoro teoremą galima užrašyti šitaip: 
V AABC(+4=90" > BC*=AB*1+ AC3), 

Dabar, susipažinę su visais predikatų logikos įrankiais, galime pakal- 
bėti apie jos „veiklos dirvą“ — apie predikatų logikos formules. 

Jeigu P yra n-viečio predikato simbolis, o /1, ..., /„ — bet kokie termai, 
tai P (fi, ---, 1,) pavidalo reiškinys vadinamas e/ementarią ja, arba papras- 
rąja, formule. Pavyzdžiui, pažymėkime Œq lygybės predikatą, o K — koli- 
nearumo predikatą (pastarasis reiškia, kad trys taškai priklauso tai pačiai 
tiesei). Tuomet reiškiniai Eq (sin? (x. y)+cos? (x. y), 1), K (x, y, z) yra ele- 
mentariosios formulės. Pirmąją labiau įprasta užrašyti šitaip: sin? (x. y) + 
+cos? (x> y)=1. Įvairūs reiškiniai, gauti taikant elementariosioms formu- 
Jėms kvantorinimo ir teiginių logikos operacijas, vadinami predikatų 
logikos formulėmis, arba tiesiog formulėmis. Kaip ir teiginių logikoje, 
skliaustai formulėse rodo operacijos veikimo sferą. Pavyzdžiui, formulėje 
Vx (A (x) =3yB( y)) bendrumo kvantorius veikia formulę 4 (x)= 3 yB (y), 
o egzistavimo kvantorius — formulę B (y). Atkreipsime dėmesį į tai, kad, 
rašant formules, nebūtina nurodyti visus jose. esančius kintamuosius. 
Kartais formulėse tenka keisti kurį nors kintamąjį x tam tikru termu t. 
Tokia keitimo operacija vadinama termo + keitiniu (įrašymu). Atliekant 
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keitimo operaciją, reikia būti labai atidiems ir sekti, kad būtų išpildyti 
šie reikalavimai: 1) keitimo operaciją galima atlikti tik vietoj laisvojo kin- 
tamojo x; 2) jeigu kintamasis x formulėje A (x) yra kvantoriaus V y arba 3 y 
veikimo srityje, tai y negali būti įrašomojo termo ; kintamuoju. Šiuo at- 
veju sakoma, kad termas ż yra laisvas kintamojo x atžvilgiu formulėje 
A (x). Pavyzdžiui, termas y+3 yra laisvas kintamojo x atžvilgiu formulėje 
(x <») ir nelaisvas kintamojo x atžvilgiu formulėje 3y (x<y). Paprastai 
šį „laisvumo“ reikalavimą kvalifikuotas matematikas įvykdo intuityviai. 


Y 
Pavyzdžiui, reiškinyje f (x?+ y% dx „raštingas“ matematikas laisvojo 
-Y 
3x 
kintamojo y niekuomet nekeis termu 3x, nes gautas reiškinys f (x+ 
—3x 


+ (3x)*) dx turės visai kitą prasmę nėgu ankstesnysis. 


Savaime suprantama, kad, keičiant termu ź kintamąjį x, formulėje 
A (x) reikia pakeisti visus šios formulės laisvuosius kintamuosius x. 


Pratimai 


1. Sakykime, xe N (t. y. x kinta natūrinių skaičių aibėje), N (x) reiškia „x — na- 
tūrinis skaičius“, S(x) — „x — sveikasis skaičius“, P(x) — „x — pirminis skaičius“, 
T (x) — „X — teigiamas skaičius“, E(x) — „x — lyginis skaičius“, O (x) — „x — ne- 
lyginis skaičius“, x| y — „x dalus iš y be liekanos“. Perskaitykite žodžiais užrašytuosius 
teiginius ir nurodykite, kurie iš jų yra teisingi, o kurie klaidingi: 

a) Vx = (w) => sS (x)); 

b) Vx [S (x) =N (x)); 

c) Vx ( NWAS W); 

d) Yx ((S@ATŒ)) <>N (x)); 

e) Yx (S œ) = (E wv o w); 

N vay (SAs o) = xl»); 

8) IY x ((S AS 0)) =x 17); 

h) axVy((SGDAS0)) = xX |y); 

i) V xy ((E6)A00)) => T (x | 2) 

į) Bx(PG)AE G): 

k) Vx (P (x)= 0 (%9). 

2. Pavartoję tinkamus kvantorius, paverskite teisingais teiginiais šiuos predikatus: 

a) „3x+1 — pirminis skaičius“; 

b) sinx=1; l 

c) sin? x+cos*x=1; 

d) |x|=-|xi; 

e) lg x?=2 ig x; 


f) Ž =1; (xER). 
b 4 


2. R. Pliuškevičius 17 


S 3. Ekvivalenčios formulės 


Nagrinėjant predikatų logikos formulę, jos kintamiesiems, funkcijų 
ir predikatų simboliams galima priskirti vienokią ar kitokią konkrečią 
prasmę, t. y. vienaip ar kitaip juos interpretuoti. Toji pati formulė vienaip 
interpretuojama gali būti teisinga, kitaip — klaidinga. 

5 pavyzdys. 1) Formulė Vx3yA (x, y) yra teisinga, jeigu ji interpre- 
tuojama šitaip: x, y kinta sveikųjų skaičių aibėje, dvivietis predikatas 
A(x, y) reiškia „x<y“. Ta pati formulė bus klaidinga, interpretuojama ši- 
taip: x, y kinta natūrinių skaičių aibėje, A (x, y) reiškia „x+y=0“. 

2) Formulė Vxy3z(x+z=y) yra teisinga, jeigu x, y, z kinta svei- 
kųjų skaičių aibėje, ir klaidinga, jeigu natūrinių skaičių aibėje. 

Jeigu formulę galima interpretuoti taip, kad ji būtų teisinga, tai sako- 
ma, kad toji formulė yra išpildomoji. Jeigu bet kaip interpretuojama for- 
mulė yra teisinga (klaidinga), tai sakoma, kad ji yra tapačiai teisinga (klai- 
dinga). Formulės F, ir F, yra ekvivalenčios, jeigu formulė F, <= F, yra ta- 
pačiai teisinga. Formulių ekvivalentumą žymėsime įprastu būdu: F,= 
=F, Jeigu formulės F, ir F, yra ekvivalenčios, tai formulės F, => F, ir 
F, => F, yra tapačiai teisingos. 

6 pavyzdys. 1) Formulė VxA (x) = A (a), čia a — bet koks elemen- 
tas iš kintamojo x kitimo srities, yra tapačiai teisinga. Iš tikrųjų, sakykime, 
formulė A (a) yra teisinga. Tuomet ir implikacija V xA (x) = A (a) yra tei- 
singa. Jei formulė A (a) yra klaidinga, tai pagal bendrumo kvantoriaus 
apibrėžimą formulė V xA (x) yra klaidinga, todėl yra teisinga implikacija 
VxA (x) = A (a). Vadinasi, visais atvejais formulė Vx4A (x) = A (a) yra 
teisinga. Panašiai galima įsitikinti, kad formulė A (a) = 3x4 (x) yra ta- 
pačiai teisinga. Formulė A (x) => V xA (x) nėra tapačiai teisinga. Iš tikrųjų, 
sakykime, x kinta aibėje (2, 43, o A (x) reiškia „x — pirminis skaičius“. 
Tuomet implikacija A (2) = VxA (x) yra klaidinga. 

2) Galima įsitikinti, kad formulė 3xV yA (x, y) > VyA3xA (x, y) yra 
tapačiai teisinga. Tačiau formulė Vyd4xA (x, y) > 21xV yA (x, y) nėra ta- 
pačiai teisinga. Tuo įsitikiname, interpretuodami ją šitaip: x, y kinta rea- 
liųjų skaičių aibėje, A (x, y) reiškia „x<y“. Tuomet tvirtinimas Vy3x 
A(x, y) yra teisingas, o tvirtinimas 3 xV yA (x, y) yra klaidingas (nes rea- 
liųjų skaičių aibėje nėra mažiausio skaičiaus). Vadinasi, implikacija 
VydxA(x, y) > 3xV yA (x, y) yra klaidinga. 

3) Galima įsitikinti, kad formulės V xA (x) AVxB(x) ir Vx(A(4) A 
AB (x)) yra ekvivalenčios, bet formulės VxA (x) VVxB (x) ir Yx (A(x)V 
VB (xj) nėra ekvivalenčios. Tuo įsitikiname, interpretuodami jas šitaip: 
x kinta natūrinių skaičių aibėje, Æ (x) reiškia „x — lyginis skaičius“, B (x) — 
„X — nelyginis skaičius“. Tuomet formulė Vx (A (x) V B (x)) yra teisinga, 
o formulė VxA (x) VVxB (x) — klaidinga. Formulės 3x4 (x) V3 xB (x) ir 
ax(A(4)VB(x)) yra ekvivalenčios, bet formulės 3 x (A(AB()) ir 
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JxA (x) A2xB(x) nėra ekvivalenčios. Lengva matyti, kad tapatumai 
VxA(X) AVxB (x) =Vx (A (x) AB (x)) ir 3 xA (x)V3 xB (x)=3x (4 (x) V 
VB (x)) yra komutatyvumo ir asociatyvumo dėsnių apibendrinimas be- 
galinei konjunkcijai ir begalinei disjunkcijai. 

4) Sakykime, formulė C yra tokia, kad kintamojo x joje nėra arba jis 
joje yra surištasis kintamasis. Tuomet CVV xA (x)=V x (CVA (x)) ir 
CAI3xB(x)=3 x (CAB (x)). 

5) De Morgano dėsnių apibendrinimas begalinei disjunkcijai ir bega- 
linei konjunkcijai yra šie tapatumai: 13 x4 (x) =VxI A (x) ir TVxA (x) = 
=3x71.4(x). Iš pastarojo tapatumo išplaukia, kad formulė TV x4 (x) = 
=>23x 1 A(x) yra tapačiai teisinga. Atkreipsime dėmesį į tai, kad ši for- 
mulė išreiškia tvirtinimą, kurio teisingumą bergždžiai stengėmės pagrįsti 
teiginių logikos priemonėmis šio skyriaus pradžioje. 

6) Teiginių logikos tapatumų AAB=13(0014V3B) ir AVB=1 (14A 
ATB) apibendrinimas begalinei konjunkcijai ir begalinei disjunkcijai yra 
šie tapatumai: VxA (x) =13x1A4(5) ir 3x4 (x)=1Yx1 A (x). 

Kai kintamųjų kitimo sritis yra baigtinė, prisiminę konjunkcinę ir 
disjunkcinę kvantorių interpretaciją ir pasinaudoję teisingumo lentelėmis, 
galime efektyviai nustatyti formulių tapatų teisingumą. 

7 pavyzdys. Patikrinsime, ar formulė 3xVy(A(x, y) VI A(x, x)) 
vra tapačiai teisinga dviejų elementų aibėje (0, 13. Šioje aibėje formulė 
2xVy (A(x, y) VIA (x, x)) reiškia tą patį, ką ir teiginys Vy (A (0, y) V 


V14(0,0))VYy(A(, x) VI A(I, 1)), o šis — ką ir teiginys (A (0, 0) V 
V1A(0, 0))A(A (0, V74 0, 0))) V((4 (I, 0 V74 (1, D)A(A (I, DV 
ViA(I, 1))) Sudarę šiam teiginiui teisingumo lentelę, nesunkiai įsitiki- 


name, kad pastarasis teiginys yra tik išpildomasis. Vadinasi, ir formulė 
a3xVy(A (x, y) VI 4 (x, x)) yra tik išpildomoji, o ne tapačiai teisinga. 

Jei kintamųjų kitimo sritis yra begalinė, tai bendru atveju predikatų 
logikos formulių tapataus teisingumo nustatyti negalime. Tą patį galime 
pasakyti ir apie dviejų formulių ekvivalentumo patikrinimą. V skyriuje 
dar grįšime prie šio klausimo. 


Pratimai 


1. Formules A (x) => V xA (x) ir 3 xA (x) = A (x) interpretuokite taip, kad jos 
būtų klaidingos (teisingos). 

2. Tarkite, x, y kinta natūrinių skaičių aibėje, o A (x, y) reiškia „y dalus iš x“; 
įsitikinkite implikacijos V y3 xA (x, y) => 3 XV y A (x, y) klaidingumu. 

3. Patikrinkite 6 pavyzdžio formulių ekvivalentumą, kai kintamasis x kinta dviejų 
elementų aibėje. 
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6 4. Ar mokame teisingai sudaryti neiginį ? 


Panagrinėkime tvirtinimą „Kad ir koks būtų x, skaičius x?+y +41 yra 
pirminis“. Kartais toks tvirtinimas paneigiamas šitaip: „Kad ir koks būtų 
x, netiesa, kad skaičius x24x441 yra pirminis“, t. y. klaidingai manoma, 
jog tvirtinimai T VxA (x) ir VXI A (x) yra ekvivalentūs. Teisingai tą tvir- 
tinimą reikėtų paneigti šitaip: „Egzistuoja toks skaičius x, kad skaičius 
x*+x4+41 nėra pirminis“. 

Dažnai, norint paneigti, anaiptol nebūtina (o kartais net ir netikslin- 
ga) vartoti žodelį „ne“. 

8 pavyzdys. Formulė A=V(€>0)3(6>0)V(x€D) (|x-x,|Į<4= 
=> | f (x)—f (xə) | <=) reiškia funkcijos f tolydumą taške x,, t. y. tvirti- 
nimą: „Bet kokiam teigiamam skaičiui £ galima rasti tokį teigiamą skai- 
čių ô, kad, parinkus bet kokią x reikšmę iš funkcijos f apibrėžimo srities 
D,, iš nelygybės |x—x,|<8 išplauktų nelygybė |/(x)-—/(x,) | <=“. At- 
virkštinį teiginį, kad funkcija f yra netolydžioji taške x, išreiškiame for- 
mule 1 A. Perkėlę neigimo simbolį ir atlikę teiginių logikos ekvivalenčius 
pertvarkymus, gauname: 


14=31V(<>0)3(56>0V(xe D)(|*—-x|<š=>|f()-f (6) <=) = 
=3(:>0)13(3>0)V(xeD)(Į*—-x|<š = |f()-f (x) <>)= 
=3 (e >0)Y (8 >0)1Y (xe D) (1*— xl <= |f (x)-f (40) <=) = 
=3(e>0)V(è>0)3 (xe D) 1(|x-x|<ėš = IFO -S (Xl <e)= 
=3(e>0)V (è >0)I (xe D) (|x— xol <8 A| f œ)-f (40) | E). 


Vadinasi, tvirtinimas „Funkcija f yra netolydžioji taške x,“ ekviva- 
lentus tvirtinimui „Egzistuoja toks teigiamas skaičius £, kad, paėmus bet 
kokį teigiamą skaičių 6, galima rasti tokį x iš funkcijos f apibrėžimo sri- 
ties, kad galiotų nelygybės: |xX—x, |<ė ir | f(x)-f(Co) | >“. 

Kad būtų lengva sudarinėti tvirtinimus, ekvivalenčius kito tvirtinimo 
neigimui, susipažinsime su svarbia predikatų logikos savybe. Sakykime, 
formulė A yra sunorminta, t. y. joje nėra implikacijos ir neigimo simbolis 
yra tik prie elementariųjų formulių. Formulės A „antrininką“, žymimą 
A*, gauname, kiekvieną elementariąją formulę formulėje Æ pakeitę jos 
neigimu ir atvirkščiai, A pakeitę V ir atvirkščiai, V pakeitę J ir atvirkš- 
čiai. Galima įrodyti, kad 1 A=4*; ši predikatų logikos formulių savybė 
dar vadinama antrininko principu. Priminsime, kad implikaciją visada ga- 
lima eliminuoti pritaikius tapatumą A = B=1 AV B, o neigimo simbolį 
galima perkelti prie elementariųjų formulių naudojantis de Morgano dės- 
niais, dvigubo neigimo dėsniu, taip pat de Morgano dėsnių apibendrini- 
mais: TVxA(x)=323x1 A (x) ir 13x4 (x)=¥ x1 A(x). 

9 pavyzdys. 1) Panagrinėkime formulę 4 iš 8 pavyzdžio. Eliminavę 
implikaciją, gauname formulę: VY (e>0)3(è>0)Y(xeDA(I]x—xa|< 
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<Ò y |f (x)—f (x) | <=), ekvivalenčią formulei 4. Pagal antrininko prin- 
cipą šios formulės neigimas ekvivalentus formulei 3 (e > 0) V (ò > 0) J x (x € 
e D) (lx— xo] <8 Al S (xo) [> S). 

2) FormulėJ (ae R}V (ee R, €>0)3 (ke MV(ne M) (n>k=|a,-a | < 
< £) išreiškia tvirtinimą „Seka (a,) konverguoja“. Sunorminę šią formulę 
ir pritaikę antrininko principą, gauname tvirtinimą V (aeR)3(e ER, 
s>0)V(ke N)3(neN)(n>kA|a,-a| 2), reiškiantį „Seka {a} diver- 
guoja“. 


Pratimai 


Užrašykite predikatų logikos formulėmis šiuos tvirtinimus: 
1) „f — didėjanti funkcija“ ; 
2) „f — mažėjanti funkcija“; 
3) „f — nemažėjanti funkcija“ ; 
4) „f — nedidėjanti funkcija“; 
5) „f — funkcija, turinti ribą taške x“; 
€) „Seka {an} — monotoniškai didėjanti“; 
7) „Seka {an} — monotoniškai mažėjanti“; 
8) „Seka {an} — monotoninė“; 
9) „Seka {an} — apibrėžta“. 
Naudodamiesi antrininko principų, sudarykite šių tvirtinimų neigimus. 


III. TEOREMOS 


Kartais sakoma, kad matematikai tik tą ir daro: įveda apibrėžimus ir 
formuluoja (bei įrodo) teoremas. Tačiau apibrėžimų būna įvairių. Iš vienų 
visiškai neaišku, ar apibrėžiamasis objektas egzistuoja, iš kitų išplaukia 
būdas tam objektui surasti. Apibrėžimai neatsiranda iš nieko, jie remiasi 
intuityviai (todėl įvairiai) suprantamomis sąvokomis. Ar tose pradinėse 
sąvokose neslypi galimybė atsirasti loginiams prieštaravimams? Teoremos 
taip pat būna įvairios. Kokia jų loginė struktūra? Ar visada logiškai tei- 
singai jos užrašomos? Koks yra įvairių teoremų loginis ryšys? Kas yra 
būtina, o kas pakankama sąlyga? Šiame skyriuje pasistengsime trumpai 
panagrinėti tuos klausimus. 


S 1. Apibrėžimai ir pirminės sąvokos 


Apibrėžiant kurią nors sąvoką, atskleidžiami būdingiausi, esmingiausi 
tos sąvokos bruožai, nusakomas jos turinys ir esmė. Iš apibrėžimo galima 
daryti kai kurias išvadas, praplečiančias tą sąvoką. 

1 pavyzdys. Panagrinėsime m-ojo laipsnio šaknies iš realiojo skai- 
čiaus apibrėžimą: „m-ojo laipsnio šaknis iš realiojo skaičiaus a yra toks 
realusis skaičius, kurį pakėlus m-uoju laipsniu, gaunamas skaičius a“. 

inant, kas tai yra m-asis laipsnis, galima išvesti šias m-ojo laipsnio šak- 
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nies savybes: a) lyginio laipsnio šaknis iš teigiamo skaičiaus turi dvi 
reikšmes, kurių moduliai yra lygūs, o ženklai priešingi; b) nelyginio laips- 
nio šaknis iš teigiamo (neigiamo) skaičiaus yra >0 (<0); c) lyginio laips- 
nio šaknis iš neigiamo skaičiaus neegzistuoja (pvz., tvirtinimas 31 x (x= 
= V —9) yra klaidingas). 

Dažnai vartojamas simbolis 5 pakeičantis žodžius „pagal apibrėžimą 


yra“. 
2 pavyzdys. (1) V a=ba=b"=a. 


a, kai a20, 


(2) aiš —a, kai a<0. 


(3) lim a=aV(<>0)1kVYn(n>k= |, -a|<e). 


(Skaičius a vadinamas sekos (a,) riba, jeigu bet kuriam teigiamam skai- 
čiui < galima parinkti tokį skaičių k, kad visiems sekos nariams, kurių nu- 
meris didesnis už k, būtų teisinga nelygybė |a,-a|<€.) 


(4) Seka {a} aprėžta >3(keN)Yni|a,|<k). 


(Seka (a,) vadinama aprėžta, jeigu egzistuoja toks skaičius k, kad, imant 
bet kurį numerį n, yra teisinga nelygybė |a,|< k.) 

Yra įvairių požiūrių į matematinius apibrėžimus. Galima reikalauti, 
kad matematinio objekto apibrėžimas būtų konstruktyvus, t. y. kad eg- 
zistuotų būdas tam objektui sukonstruoti. Matematikai, pripažįstantys 
tik tokius apibrėžimus, vadinami konstruktyvistais (arba intuicionistais). 
Tradicinėje (arba klasikinėje) matematikoje nereikalaujama, kad nagrinė- 
jamieji objektai būtų konstruktyvūs. 

3 pavyzdys. Panagrinėkime šitokį apibrėžimą: „/ yra toks didžiausias 
pirminis skaičius, kad I-— 2 taip pat yra pirminis skaičius; jei tokio pirminio 
skaičiaus neegzistuoja, tai [= 1“. Matematiką klasiką toks apibrėžimas vi- 
siškai tenkina. Konstruktyvistas jo nepripažįsta, nes, nežinant, ar pirmi- 
nių skaičių dvynių (t. y. pirminių skaičių pavidalo p ir p+2) seka yra baig- 
tinė, negalima rasti skaičiaus Z. 

Iš įvairių tipų apibrėžimų reikėtų atkreipti dėmesį į rekursinius apibrė- 
žimus. Rekursijos metodas (dar vadinamas rekurentinių sąryšių“ metodu) 
vis plačiau vartojamas matematikoje ir jos taikymuose. Lotyniškai recurrere 


* Plačiau apie rekurentinių sąryšių metodą galima paskaityti knygoje: Vilenkinas N. 
Kombinatorika. — Kaunas: Šviesa, 1979, 
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reiškia „grįžti“. Rekursinis apibrėžimas yra toks, kai sąvoka apibrėžiama 
per ją pačią, pradedant nuo paprasčiausių atvejų. 

4 pavyzdys. Faktorialo rekursinis apibrėžimas: 

(1) 0!=1; m!=m-(m-1)! 

Remiantis šiuo apibrėžimu, galima apskaičiuoti bet kurio skaičiaus 
faktorialą. 

5 pavyzdys. Fibonačio skaičiai sudaro tam tikrą seką, kurios kiek- 
vienas narys apibrėžiamas šitaip: 

(2) uy=1; 4,=2; Unpi= lUn --Un-31- 

(1) ir (2) lygybės vadinamos rekurentiniais sąryšiais. 

Apibrėžiant kurią nors sąvoką, dažniausiai remiamasi jau Žinomo- 
mis sąvokomis. Šios savo ruožtu apibrėžiamos remiantis vėl kitomis 
žinomomis sąvokomis. Taip pagaliau prieinama prie pirminių sąvokų. Jų 
prasmė yra daugiau ar mažiau intuityviai aiški arba paaiškinama pavyz- 
džiais. Kiekviena matematikos šaka turi savo pirmines sąvokas. Geomet- 
rijoje pirminės sąvokos yra taškas, tiesė, plokštuma. Aritmetikos pirminė 
sąvoka yra natūrinis skaičius. Vokiečių filosofas I. Kantas (1724 — 1804) 
teigė, kad natūrinio skaičiaus sąvoka įgimta žmogui, o matematikas 
L. Kronekeris (1823— 1891) sakė: „Dievas sukūrė natūrinius skaičius, 
visa kita — Žmogaus rankų darbas“. 

Visiems aišku, kad natūrinių skaičių seką galima tęsti neribotai. Čia 
susiduriame su dar viena pirmine matematikos sąvoka — begalybe. Pasak 
vokiečių matematiko H. Veilio (1885 — 1955), „Matematika — tai mokslas 
apie begalybę“. Matematikoje begalybės sąvoka suprantama dvejopai: 
potencine ir aktualiąja prasme. Potencinė begalybė suprantama kaip ne- 
ribotas procesas. Natūrinių skaičių apibrėžimas „a) 1 — natūrinis skai- 
čius, b) jei n — natūrinis skaičius, tai 741 — natūrinis skaičius“ — at- 
spindi potencinės begalybės sąvoką. Aktualioji begalybė suprantama kaip 
suformuotas objektas. Pavyzdžiui, natūrinių skaičių sekos narių skaičius — 
aktualioji begalybė. Konstruktyviosios matematikos šalininkai pripažįsta 
vien tik potencinę begalybę. 

Su aktualiosios begalybės sąvoka glaudžiai siejasi aibės sąvoka — viena 
iš pagrindinių visos matematikos sąvokų. Pradėta kurti vokiečių matema- 
tiko G. Kantoro (1845 — 1918), aibių teorija plačiai tiriama ir taikoma ma- 
tematikoje bei kituose moksluose. Plačiau apie aibų teoriją ir joje slypin- 
čius paradoksus galima pasiskaityti knygelėje: Bulota A. Susipažinkime 
su aibėmis. — V.: Mintis, 1973. l 

Nors pagrindinės matematikos sąvokos kaip begalybė, aibė ir kai ku- 
rios kitos paprastai laikomos pirminėmis ir dažnai suprantamos intuity- 
viai, matematikams tai nekliudo griežtai jomis operuoti. Neveltui daug 
kas vienu iš pagrindinių matematikos bruožų laiko sugebėjimą griežtai 
operuoti su įvairiomis sąvokomis bei objektais tiksliai jų neapibrėžus*. 


* Pirminės sąvokos gali būti patikslintos vartojant aksiominį metodą (žr. V sk.). 
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Pratimai 


l. Prisiminkite trapecijos apibrėžimą. Išrašykite sąvokas, kuriomis remiantis suda- 
rytas šis apibrėžimas. Užrašykite trapecijos apibrėžimą simboliais. 

2. Užrašykite simboliais lygiašonės trapecijos apibrėžimą. 

3. Prisiminkite, kokie kampai yra gretutiniai. Išrašykite sąvokas, kuriomis remiantis 
įvesta gretutinių kampų sąvoka. Užrašykite gretutinių kampų apibrėžimą simboliais. 

4. Remdamiesi gretutinių kampų apibrėžimu, užrašykite simboliais, kokiu atveju 
kampai yra negretutiniai. 

5, Užrašykite simboliais kvadrato apibrėžimą. 

6. Remdamiesi kvadrato apibrėžimu, užrašykite simboliais, kokiu atveju keturkam- 
pis nėra kvadratas. 

7. Perskaitykite žodžiais apibrėžimus: 

a) V O ABCD (ABCD - stačiakampis) = (ABCD - lygiagretainis A< A=90'); 


b) Va, b (a=b) 7 (vektorių a ir b kryptys sutampa A |a|=|b|). 


8. Pratęskite užrašus: 
a) Y O ABCD (ABCD — nėra stačiakampis) >... 
Df 


b) V A4BC (AABC — nėra lygiakraštis) <>... 


OPEN l Df. i : AES 
w 9. Remdamiesi 4 ir 5 pavyzdžio rekurentiniais sąryšiais (1) ir (2), apskaičiuokite 
+ IF llig. 


§ 2. Teoremų struktūra ir jų rūšys 


Dažniausiai teoremos yra Æ = B pavidalo tvirtinimai. 

6 pavyzdys. Panagrinėkime teoremą: „Jeigu skaičiaus n skaitmenų 
suma dali iš 9, tai ir pats skaičius dalus iš 9“: Tiksliai ją turėtume formu- 
luoti šitaip: „Kad ir koks būtų natūrinis skaičius n, jeigu skaičiaus n skait- 
menų suma dali iš 9, tai ir pats skaičius n dalus iš 9“. Šią teoremą galima 
užrašyti šitaip: V (n EN) (skaičiaus n skaitmenų suma dali iš 9 > n dalus 
iš 9}. Sakykime, B (n) reiškia „n dalus iš 9“, A (n) — „Skaičiaus n skaitme- 
nų suma dali iš 9“. Tuomet nagrinėjamoji teorema užrašoma šitaip: 
V (ne N) (4 (n) = B (n)); čia A (n) vadinama teoremos prielaida, B (n) — 
teoremos išvada. 

Kartais bendrumo kvantoriai, esantys teoremos pradžioje, praleidžiami, 
pavyzdžiui, teorema Vx,...x,(A = B) užrašoma A = B. Tačiau, ignora- 
vus kvantorius, gali atsirasti neaiškumų. 

7 pavyzdys. 1) Tvirtinimas „Kvadratinės lygties x*4+px+4=0 šaknų 
suma lygi laisvajam nariui“ yra dviprasmiškas. Iš tikrųjų tvirtinimas „Su 
bet kuriais p ir g lygties x*+7x4+4=0 šaknų suma lygi laisvajam nariui“ 
yra klaidingas, o tvirtinimas „Egzistuoja tokie p ir q, kad lygties x*+7x+ 
+q=0 šaknų suma lygi laisvajam nariui“ yra teisingas. 

2) Panagrinėsime teisingą tvirtinimą „Jeigu a ir b yra reliatyviai pir- 
miniai skaičiai (t. y. jų bendras didžiausias daliklis* lygus 1), tai lygtis 
ax +6y=1 turi sprendinį, kuris yra sveikųjų skaičių pora“. Tvirtinimą, už- 


* Skaičių a ir b bendras didžiausias daliklis žymimas (a, b). 
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rašytą formule (a, b)=1 = ax+5y= l1, galima suprasti nevienareikšmiškai. 
Formulės V abxy ((a, b)=1 = ax+by=1) ir 3abY xy ((a, b)=1 = ax+ 
+by=1) yra klaidingos. Formulės 2 abxy((a, b)=1> ax+by=1) ir 
Vabaxy((a, b)=1 > ax+by=1) yra teisingos, bet tik pastaroji tiksliai 
išreiškia duotąjį tvirtinimą. i 

Teoremą pavidalo V x3 yA (x, y) galima sutapatinti su teorema 3 y4 (x, y), 
bet jokiu būdu ne su teorema A (x, y). Tvirtinimo 3 xV yA (x, y) negalima 
sutapatinti su 3x4 (x, y), nes pastarasis suprantamas kaip tvirtinimas 
Vy3xA (x, y), kuris yra silpnesnis už 3 xV yA (x, y) (žr. II sk., $ 3). Kartais 
prielaida teoremos formuluotėje nėra aiškiai išreikšta, ir tokia teorema gali 
būti užrašoma šitaip: QA; čia Q — kvantorių seka, o A — tvirtinimas, ku- 
ris nėra implikacija. Ryškūs tokių teoremų pavyzdžiai yra vadinamosios 
egzistavimo teoremos, ypač svarbios matematikoje. 

8 pavyzdys. 1) Tvirtinimas V(a,+0) Va,...V(a,, n>0)3x (a+ 
+-a,X"-1+...+a,=0) išreiškia pagrindinę algebros teoremą „Bet kuri 
algebrinė lygtis (su realiaisiais ar kompleksiniais koeficientais) turi bent 
vieną šaknį“. . | 

2) V(xe M)3(ye N)(y>xAP(y)) (čia P (y) reiškia „y — pirminis 
skaičius“) išreiškia žinomą teoremą „Egzistuoja be galo daug pirminių 
skaičių“. 

Kitas labai svarbių matematikoje teoremų, neturinčių prielaidų, pa- 
vidalas yra šitoks: A æ B. Jas nagrinėsime kitame paragrafe. 

Atkreipsime dėmesį į tai, kad ta pati teorema gali būti išreikšta skirtin- 
gomis loginėmis formulėmis. 

9 pavyzdys. Sakykime, x, ye N; tvirtinimai V xy (x=0 = (y=0=x+ 
+x=0)) (a) ir Y xy ((x=0 Ay=0) = x+y=0) (b) yra skirtingos formos, 
bet atitinka tą pačią teoremą, nes jie išreikšti ekvivalenčiomis formulėmis. 

Emmplikacijos pavidalo teoremoje, sukeitus prielaidą su išvada, gaunama 
nauja teorema, atvirkštinė pirmajai. _ 

10 pavyzdys. 6 pavyzdyje sukeitus prielaidą su išvada, gaunama teo- 
rema „V (n<N) (n dalus iš 9 = skaičiaus n skaitmenų suma dali iš 9)“. 
Si teorema yra atvirkštinė 6 pavyzdžio teoremai. 

Jeigu teorema yra teisinga, tai dar negalima teigti, kad ir jai atvirkštinė 
taip pat yra teisinga. 

£1 pavyzdys. Teorema „Va B(x, B yra gretutiniai = 4+3= 180)“ 
yra teisinga, o jai atvirkštinė „Va B(44+8= 180" = «, B yra gretuti- 
niai)“ — klaidinga. 

Dažnai teoremos sąlygoje būna ne viena prielaida, bet kelios; tokiai 
teoremai galima sudaryti kelias atvirkštines teoremas. 

12 pavyzdys. Sakykime, 4 yra tvirtinimas: „Skritulys « lygus skritu- 
liui 8“; B — „l, skritulio « styga, lygi m, skritulio B stygai“;- C — „Stygos 
l atstumas nuo skritulio « centro ir stygos m atstumas nuo skritulio P 
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centro yra vienodas“. Tuomet tvirtinimas (A AB) = C išreiškia teoremą 
„Lygių skritulių lygios stygos yra vienodai nutolusios nuo tų skritulių 
centrų“. Šiai teoremai galime sudaryti tris atvirkštines teoremas: (1)C = 
= (A AB); (2) (BAC) = 4; (3) (AAC) = B. (I) tvirtinimas yra klaidin- 
gas, o (2) ir (3) — teisingi. 

Atkreipsime dėmesį į tai, kad ekvivalenčių tvirtinimų, išreikštų skirtin- 
gomis formomis, atvirkštiniai tvirtinimai neckvivalentūs. 

13 pavyzdys. Sakykime, x, yeN. Tvirtinimas (a') V xy ((y=0 => x+ 
+y=0) > x= 0) yra atvirkštinis 9 pavyzdžio (a) tvirtinimui, o (b') V xy (x+ 
+>y=0=>(x=0A y=0)) yra atvirkštinis to paties pavyzdžio tvirtinimui 
(b). (a) ir (b) tvirtinimai yra skirtingos formos, bet ekvivalentūs. Tačiau 
(a') ir (b') tvirtinimai yra ir skirtingų formų, ir skirtingų prasmių. Dar 
daugiau, (b“) tvirtinimas yra teisingas (nes x, y € N), o (a') yra klaidingas 
(iš tikrųjų, paėmę x=3, y=5, gauname, kad (a') tvirtinimo prielaida, t. y. 
implikacija y=0 = x+y=0, yra teisinga, tuo tarpu (a') tvirtinimo išvada 
yra klaidinga, vadinasi, (a') tvirtinimas yra klaidingas). 

Teorema pavidalo 14 = 1B vadinama priešingąja teoremai A = B. 
Kadangi tvirtinimai B = A ir 14 > 28 yra ekvivalentūs, tai atvirkštinė 
ir priešingoji teoremos yra ekvivalenčios. Vadinasi, teorema 1B = 14, 
kuri dar vadinama priešingąja atvirkštinei, arba atvirkštine priešingajai, 
Hp ekvivalenti teoremai A = B. Tas priklausomybes galima pavaizduoti 

itaip: 


A>B BJA 
Tiesiogine Atvirkštinė 
Priešingoji Priešingoji atvirkštinei 

7A >78 18> 7A 


Priešingose viršūnėse yra ekvivalenčios teoremos. 


Pratimai 


Užrašykite simboliais žemiau suformuluotas šešias teoremas. Išskirkite jose sąlygą 
ir išvadą. Kurios iš jų yra viena kitai atvirkštinės, priešingosios, priešingosios atvirkš- 
tinei? Kurios iš jų yra teisingos? 

1) Jeigu kiekvienas iš dviejų natūrinių skaičių dalus iš 7, tai jų suma dali iš 7. 

2) Jeigu nė vienas iš dviejų natūrinių skaičių nedalus iš 7, tai ir jų suma nedali iš 7. 

3) Jeigu bent vienas iš dviejų natūrinių skaičių dalus iš 7, tai ir jų suma dali iš 7. 

4) Jeigu dviejų natūrinių skaičių suma dali iš 7, tai kiekvienas iš jų dalus iš 7. 

5) Jeigu dviejų natūrinių skaičių suma nedali iš 7, tai nė vienas iš jų nedalus iš 7. 

6) Jeigu dviejų natūrinių skaičių suma nedali iš 7, tai bent vienas iš jų dalus iš 7. 
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§ 3. Požymiai 


Jeigu teorema pavidalo A = B yra teisinga, tai, prisiminę implikacijos 
operacijos apibrėžimą, matome, kad iš prielaidos A teisingumo išplaukia 
išvados B teisingumas, t. y. teoremos prielaida yra pakankama sąlyga teo- 
remos išvadai. Antra vertus, teoremos išvada yra būtina sąlyga jos prielai- 
dai (t. y. išvada būtinai teisinga), bet ne visada pakankama, nes atvirkštinė 
teorema B = A ne visuomet galioja. 

Jeigu tvirtinimas B yra būtina (bet nepakankama!) sąlyga tvirtinimui 
A, tai teisinga konjunkcija (A = B) AI (B = A). 

14 pavyzdys. 1) Kraštinių proporcingumas arba kampų lygybė yra 
būtina (bet nepakankama!) sąlyga daugiakampių panašumui: „Dau- 
giakampiai panašūs > jų kraštinės proporcingos“, „Daugiakampiai 
panašūs = jų kampai lygūs“. Tačiau atvirkštiniai šioms teoremoms tei- 
giniai neteisingi. (Iš tikrųjų kvadratas ir rombas nepanašūs, nors jų krašti- 
nės yra proporcingos; kvadratas ir stačiakampis nepanašūs, nors jų kampai 
yra lygūs.) 

2) Sekos aprėžtumas yra būtina (bet nepakankama!) sekos konverga- 
vimo sąlyga, t. y. teisinga teorema „Seka konverguoja => seka aprėžta“. 
Tačiau atvirkštinis šiai teoremai teiginys yra neteisingas. (Iš tikrųjų seka 
a,„=(-1;1; —1; ...) yra aprėžta, nes |a,|<1, bet toji seka diverguoja.) 

Jeigu A yra pakankama (bet nebūtina!) sąlyga tvirtinimui B, tai teisin- 
ga konjunkcija (A > B) A1 (B = A). 

15 pavyzdys. 1) Daugiakampio taisyklingumas yra pakankama (bet 
nebūtina!) sąlyga apskritimui apie daugiakampį aprašyti. Vadinasi, yra 
teisinga teorema „Daugiakampis taisyklingas = apie jį galima aprašyti 
apskritimą“. Tačiau iš to, kad apie daugiakampį galima aprašyti apskri- 
timą, neišplaukia, kad jis yra taisyklingas. (Egzistuoja netaisyklingų dau- 
giakampių, apie kuriuos galima aprašyti apskritimą.) 

2) Sekos monotoniškumas ir aprėžtumas yra pakankama (bet nebūti- 
na!) sekos konvergavimo sąlyga. Vadinasi, yra teisinga teorema „Seka yra 
monotoninė ir aprėžta = ji konverguoja“. Tačiau netiesa, kad, jeigu seka 


konverguoja, tai ji monotoninė, (Iš tikrųjų seka —1; 5 Tao 


E konverguoja, bet nemonotoninė.) 


Iš pateiktų pavyzdžių matome: jeigu yra teisingos ir teorema A = B 
(1), ir teorema B > A (2), tai tvirtinimas B yra būtina ir pakankama sąlyga 
tvirtinimui A, o A yra būtina ir pakankama sąlyga tvirtinimui B. Tuo atveju 
vietoj dviejų teoremų formuluojama viena: A <> B. 

16 pavyzdys. Iš 6 ir 10 pavyzdžių išplaukia, kad V (n EN} (skaičius m 
dalus iš 9 < skaičiaus n skaitmenų suma dali iš 9). | 

Būtina ir pakankama sąlyga dar vadinama požymiu. Pavyzdžiui, ži- 
nome įvairius skaičių dalumo požymius, trikampių panašumo požymius 
ir t. t. 16 pavyzdyje pateiktas skaičiaus dalumo iš 9 požymis. 
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17 pavyzdys. Pateiksime keletą požymių iš įvairių matematikos sri- 
čių. 


Požymis | Objektas 


Lygiagretainis, kurio įstrižainės viena Rombas 
kitai statmenos 

Vieno trikampio kraštinės proporcingos Panašūs trikampiai 
kito trikampio kraštinėms 


Determinantas, kurio eilutės proporcingos Lygus nuliui determinantas 


| 
n dalija skaičių (1—1) 141 be liekanos | Pirminis skaičius z 


Y (e> 0) 3 (me N)V (n, n>m) | Konverguojanti seka {xn} 
Y (n', n >m)(|Xa— xw | <e) 


Be abejo, jau esate pastebėję, kad tas pats objektas gali turėti keletą 
požymių. Pavyzdžiui, be minėtojo trikampio panašumo požymio (ati- 
tinkamų kraštinių proporcingumo), dar galima nurodyti atitinkamų kam- 
pų lygybę. 


Pratimai 


1. Žemiau pateiktose frazėse pakeiskitę daugtaškius žodžiais „būtina ir pakanka- 
ma“, „būtina, bet nepakankama“, „pakankama, bet nebūtina“ taip, kad tvirtinimai 
būtų teisingi: 

a) ... sąlyga, kad funkcijos išvestinė duotame intervale būtų teigiama: funkcija 
tame intervale monotoniškai didėja; 

b) ... sąlyga, kad funkcijos išvestinė duotame intervale būtų neigiama: funkcija 
tame intervale monotoniškai mažėja; 

r c) SB salyga, kad nors du iš trijų skaičių a, b, c būtų lygūs: (2—5)?+(6— 0)! + 
+(c-a)' = 

d) . . sąlyga, kad funkcija y=ax*+bx+c su bet kuriomis sveikomis x reikšmėmis 
įgytų sveikąsias reikšmes: 2a, a+b, c yra sveikieji skaičiai. 

2. Žemiau pateiktose frazėse pakeiskite daugtaškius žodžiais „tada ir tik tada“, 
„tada“, „tik tada“: 

a) dvi tiesės yra lygiagrečios, ... kai tas dvi tieses perkirtus trečiąja, kurie nors ati- 
iinkami kampai yra lygūs; 

b) nelygybė a*4+5*>1/20 teisinga ..., kai teisinga lygybė 244+46=1; 

c) keturkampis yra stačiakampis ..., kai jo įstrižainės lygios. 

3. Kurie iš šių teiginių yra teisingi: 

a) trikampis yra lygiašonis tada ir tik tada, kai visos jo aukštinės yra lygios; 

b) būtina i ir pakankama sąlyga, kad x>0, yra x? >0; 

c) būtina ir pakankama sąlyga, kad keturkampis būtų Kvadratas: visi jo kampai 
statūs; 

d) būtina ir pakankama sąlyga, kad skaičius būtų dalus iš 8: jis dalus iš 4 ir iš 2. 
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IV. MATEMATINIAI ĮRODYMAI 


Matematikai būdinga tvirtinimų pagrįstumas bei argumentacija. Ta- 
čiau ir matematinių teoremų įrodymai būna įvairaus griežtumo, detalumo 
ir aiškumo. Buvo laikas, kai senovės matematikai geometrinių tvirtinimų 
teisingumą pagrįsdavo vien brėžiniu, po kurio parašydavo „žiūrėk“. Šiuolai- 
kinės matematikos kai kurių teoremų įrodymas užima šimtą ar daugiau 
puslapių. Ir vis dėlto daugelis matematikų linkę operuoti su negriežta 
irodymo sąvoka*. Dar daugiau, kai kurie matematikai laikosi įžymaus 
anglų matematiko G. Hardžio (1877— 1947) nuomonės, kad „„...griežtai 
kalbant, tokio daikto, kaip matematinis įrodymas, neegzistuoja“**. 
Kokios nuomonės besilaikytume, viena aišku — matematinis įrodymas 
nėra kokių nors loginių išprotavimų paprasta seka. Jis grindžiamas dau- 
giau ar mažiau sudėtingomis taisyklėmis arba principais, schemomis. Sios: 
schemos dar vadinamos įrodymo, arba išvedimo***, taisyklėmis. Šiame sky- 
riuje ir panagrinėsime kai kurias tokias taisykles. Susipažinsime su kai ku- 
riomis bendro pobūdžio paprastomis taisyklėmis, t. y. taisyklėmis, atspin- 
dinčiomis įvairius lokalinio pobūdžio loginius perėjimus, kurie įrodymuose 
dažnai nutylimi. Panagrinėsime keletą bendresnių taisyklių, atspindin- 
čių ištisą įrodymo metodą, būtent, prieštaros (arba priešingos prielaidos) 
metodą, matematinės indukcijos metodą it begalinio nuolydžio metodą. 
Beje, teoremų įrodymo meno negalima įsprausti į vieną kartą nustatytas 
taisykles. Jeigu taip būtų, tai matematikai išvis nebūtų reikalingi, o mate- 
matika netektų savo žavesio ir patrauklumo. 


S 1. Išvedimo simbolio savybės, dedukcijos teorema 


Išvedimo taisykles, naudojamas matematinių teoremų įrodymuose, 
patogu užrašyti šitaip: 
AB...) An 


čia B vadinama taisyklės išvada, o A,, ...„ A, — taisyklės prielaidomis. 
Kabliataškis, skiriantis taisyklės prielaidas, pakeičia loginę jungti „ir“, 
o brūkšnys atitinka loginę jungtį „jeigu..., tai“. Matome, kad išvedimo 


taisyklė (+) interpretuojama visai panašiai, kaip ir implikacija Ą A,= B. 
i=1 

* V skyriuje susipažinsime su kai kuriais formalių sistemų pavyzdžiais ir griež- 
ta įrodymo sąvoka. 

** Ką šis ir kiti matematikai manė apie matematinius įrodymus, galima paskaityti 
knygelėje: JTokamoc H. ĮlokasaTen»CTBA m onposepxemma. — M.: Hayka, 1967. 

*** Sąvokos „įrodymas“ ir „išvedimas“ yra artimos, kartais net laikomos sinoni- 
mais.. Sąvoka „išvedimas“ labiau paplitusi logikoje negu matematikoje. Tačiau net 
oo Kliae matematikoje dažnai kalbama apie kokios nors formulės ar tapatybės. 
išvedimą. 
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Jeigu ši implikacija teisinga, tai teisinga ir išvedimo taisyklė (x). Tačiau, 
kaip pamatysime $ 4, nagrinėdami kvantorines išvedimo taisykles, atvirkš- 
tinis tvirtinimas yra teisingas tik tuo atveju, kai A,, ..., 4, neturi laisvųjų 
kintamųjų. Kiekviena iš išvedimo taisyklės (+) prielaidų A;, ..., 4, savo 
ruožtu gali būti tvirtinimu, išvestu iš kitų tvirtinimų, arba tvirtinimu, lai- 
komu prielaida. Kad tvirtinimas B išvedamas remiantis kokiomis nors 
prielaidomis A,, ..., Án, žymima* A,, ..., 4,|- B. Simbolis -- vadinamas 
išvedimo simboliu. Nurodysime kai kurias elementarias jo savybes: 1) A} A; 
2) jeigu A,, -.., 4,|[-B, tai A, A, -.., A,|-B (t. y. jeigu tvirtinimas B iš- 
vedamas remiantis prielaidomis A,, ..., An, tai, prijungę kokią nors naują 
prielaidą, taip pat išvesime tvirtinimą B); 3) prielaidas galima sukeisti 
vietomis ir pasikartojančią prielaidą išbraukti; 4) jeigu A,, ..., A,--C ir 
C, B, ..., Bal 4A, tai A,, ..., A, Bis ..., Bm A (t. y. jeigu tvirtinimas A 
išvedamas remiantis prielaidomis C, B}, ..., B,, O viena iš tų prielaidų, 
sakysime C, išvesta remiantis prielaidomis A,, ..., Ám tai jas galima pa- 
naudoti vietoj prielaidos C išvedant tvirtinimą A). Ketvirtąją išvedimo 
simbolio savybę galima užrašyti šitokia išvedimo taisykle: 


Ai e. e9 Ar C; C, B,, 00-89 Bm | A 
A... An Bu ..., Ba A k 


Nuo prielaidų, kuriomis remiamės išvedimuose, vėliau vienaip ar ki- 
taip išsivaduojama. Tam naudojamos vienokios ar kitokios išvedimo tai- 
syklės. Pavyzdžiui, remiantis ketvirtąja išvedimo simbolio savybe, galima 
išsivaduoti nuo tokios prielaidos, kuri įrodyta nesinaudojant jokiomis 
prielaidomis. Iš tikrųjų, kai 27 =0, ketvirtoji išvedimo simbolio savybė virs- 
ta šitokia išsivadavimo nuo prielaidos taisykle: 


KC: C, B, ..., Bah A 
85 > Ba A 


(irodomą tvirtinimą galima išbraukti iš prielaidų sąrašo). Ryškūs išsiva- 
davimo nuo prielaidų taisyklių pavyzdžiai yra taisyklės, naudojamos 
prieštaros metode, kurį vėliau atskirai panagrinėsime. Baigdami šį paragra- 
fą, pateiksime gana svarbią išsivadavimo nuo prielaidos taisyklę, vadinamą 
dedukcijos** teorema. Ji formuluojama šitaip: jeigu A, -.., A, AHB ir 
A neturi laisvųjų kintamųjų, tai 41, ..., A, -A> B. Šią teoremą galima 
užrašyti šitokia išvedimo taisykle: 


As, 409 Ag, A-B . 
As, aip A„-A> B i 
čia A neturi laisvųjų kintamųjų (nagrinėdami kvantorines taisykles, pa- 
matysime, kad šis ribojimas yra esminis). 
* Kai n=0, simbolio |- dažnai nerašoma (žinant, jog tai nesukels nesusiprati- 


mų), ir šiuo atveju (t. y. kai n=0) sakoma, kad B yra įrodomas. 
** Daeductio lotynų kalbos žodis, reiškiąs išvedimą. 
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Pratimai 

1. Remdamiesi tuo, kad bet kuriems teiginiams A, B, C egzistuoja išvedimas A => 
=> (B =C), B, A-C, ir pasinaudoję dedukcijos teorema, įrodykite teiginius: 

a) (4 => (B >C)) >(B=>(4>C)); 

b) A >(B >((4>(8>€C))= c)) . 

2, Pasinaudodami išvedimo simbolio savybėmis, patikrinkite, ar iš to, kad 4 = 
= (B= C), B, A-Cir B, C-BAC, išplaukia, jog A = (B => C), B, A-BAC. 

S 2. Kaip elgtis su = ir <? 


Pateiksime kai kurias taisykles, kaip operuoti su implikacija: 


A, A>B |. A=B; B>C m 

B = (1), A>C (2), 
A=B (d A4)=B n. = 22 
23214 O ampeg GM Peti 2} ižj. 


(1) taisyklė vadinama implikacijos prielaidos atskyrimo taisykle, (2) — si- 
logizmo, (3) — kontrapozicijos, (3') — išplėstinė kontrapozicijos taisykle. 
1 pavyzdys. 1) Sakykime, įrodėme, kad Q — taisyklingas daugia- 
kampis. Tuomet iš teisingo tvirtinimo „Q — taisyklingas daugiakampis = 
=> į jį galima įbrėžti apskritimą“ pagal (1) taisyklę gauname teisingą 
tvirtinimą „Į daugiakampį O galima įbrėžti apskritimą“. 
2) Panagrinėsime šitokias nelygybių savybes: 


x<y=»x+z<y+z, (a) 
x+z<y+z=(t>0=(x+z)t<(y+z)t)} (b) 


(a) tvirtinimas reiškia, kad prie abiejų nelygybės pusių galima pridėti 
tą patį skaičių; (b) — nelygybę x+z<y+z galima padauginti iš to paties 
teigiamo skaičiaus, nepakeičiant nelygybės ženklo. Pritaikę (a) ir (b) 
tvirtinimams (2) taisyklę, gauname šitokią teoremą: 


x<y=(t>0=(x+z)t<(y+z)t). 


3) Iš teisingo tvirtinimo „Jeigu skaičius racionalusis, tai jį galima iš- 
reikšti dviejų sveikųjų skaičių santykiu“ pagal (3) taisyklę gauname teisin- 
gą tvirtinimą „Jeigu skaičiaus negalima išreikšti dviejų sveikųjų skaičių 
santykiu, tai jis neracionalųsis“. 

4) Iš teisingo tvirtinimo „Jeigu skaičius dalus iš 2 ir iš 3, tai jis dalus 
iš 6“ pagal (3') taisyklę išplaukia šių tvirtinimų teisingumas: „Jeigu skai- 
čius dalus iš 2 ir nedalus iš 6, tai jis nedalus iš 3“ ir „Jeigu skaičius dalus 
iš 3 ir nedalus iš 6, tai jis nedalus iš 2“. 
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Kartais su implikacija yra neteisingai operuojama taikant šias klai- 
dingas taisykles (kurios dažnai painiojamos su (1) taisykle): 


A= B; 1A i A= B; B š 
sa (0) — r (n. 


Kai A, B yra teiginiai, šių taisyklių klaidingumą galima nesunkiai nu- 
statyti (remantis $ 1 nurodytu sąryšiu tarp išvedimo taisyklių ir implika- 
cijų) teisingumo lentelėmis. Pavyzdžiui, (1') taisyklės teisingumas ar klai- 
dingumas, kai A, B — teiginiai, sutampa su implikacijos (4 = BAA) > 
=> 1 B teisingumu ar klaidingumu. Pritaikę teisingumo lenteles, nesunkiai 
isitikiname, kad ši implikacija nėra tapačiai teisingas teiginys, vadinasi, 
(1') taisyklė yra neteisinga. 

2 pavyzdys. Panagrinėkime šitokius samprotavimus. 

1) „Daugiakampis yra taisyklingas = į jį galima įbrėžti apskritimą. 
Duotasis daugiakampis netaisyklingas. Vadinasi, į jį negalima įbrėžti 
apskrituno“. 

2) „x, B yra gretutiniai kampai = «+= 180". «a, B — negretutiniai 
kampai. Vadinasi, 4+8 + 180““. 

Abu šie išvedimai neteisingi, jie atlikti remiantis klaidinga (1') taisykle. 

3 pavyzdys. Panagrinėkime šitokius samprotavimus. 

1) „Seka konverguoja = seka aprėžta. Duotoji seka yra aprėžta. Va- 
dinasi, ji konverguoja“. 

2) „Daugiakampiai yra panašūs = jų atitinkami kampai lygūs. Duotųjų 
daugiakampių atitinkami kampai yra lygūs. Vadinasi, tie daugiakampiai 
yra panašūs“. 

Abu šie išvedimai neteisingi, nes jie atitinka klaidingą (17) taisyklę. 

Remiantis implikacijos teisingumo lentelėmis, galima pagrįsti šių tai- 
syklių teisingumą: 


TA B 
A=B (4), A> B (5). 


Implikacijos A = B išvedimas remiantis (4) taisykle vadinamas nepras- 
miniu, nes šiuo atveju tos implikacijos išvada B savo prasme gali nepri- 
klausyti nuo prielaidos 4. Analogiška situacija yra išvedimuose pagal (5) 
taisyklę. Pastarieji implikacijos išvedimai vadinami trivialiais. 

Implikacijos A = B išvedimo schema: „ariama A, išvedama B“ va- 
dinama tiesioginiu įrodymu. Tuomet teoremos išvada gaunama paeiliui 
išvedant tvirtinimus: A = A,; A, = As; ...; A, = B. 

Pateiksime keletą taisyklių, kaip operuoti su ekvivalentumu: 


A=B; B= A 
A< B (6). 


(6) taisyklė atitinka ištisą įrodymo schemą išvedant, jog 4 yra būtina 
ir pakankama sąlyga tvirtinimui B. Implikacijos A = B įrodymas vadina- 
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mas pakankamumo įrodymu, o implikacijos B = A įrodymas — būtinumo 
įrodymu. Jeigu pakankamumo įrodyme naudojamas tiesioginis įrodymo 
metodas paeiliui įrodant teiginius A = A;; A, > Áz; 3 An- > Ån: 
A, = B ir kiekvienai iš šių implikacijų galioja jai atvirkštinė, tai sakoma, 
kad būtinumą galima įrodyti kiekvieną iš padarytų žingsnių žengiant aiga- 
line kryptimi. 
AL Apps Anas > An; An > A, 
A, S A; (7) 


bet kuriems ž=1, ..., n ir j=1, «.., n, ij. 

4 pavyzdys. Imkime aibes X ir Y. Lengva įrodyti, jog teisingos ši- 
tokios implikacijos Xc Y= XU Y=Y; XUY=Y= Xn Y=1; Xn 
nY=X = X-Y=6; X-Y=0> XcY. Pritaikius šioms implikaci- 
joms (7) taisyklę, gaunama, kad yra ekvivalentūs šie tvirtinimai: X < Y, 
Xu Y=Y, XnY=X, X- Y=9. 


A: A+ B B, AS B 14; A&B 
AA g K) AA 00 
5 pavyzdys. Pažymėkime raide 4 teiginį 
V(<>0)3(me N)V(n, n>m)V(n', n' >m) (| X„—Xr | <), 


reiškiantį, kad kiekvienam skaičiui €>0 egzistuoja toks numeris m, 
kad bet kuriems didesniems už m numeriams nir n’ yra teisinga nelygy- 
bė |X„—X,„|<e. II skyriaus 17 pavyzdyje matėme, kad teiginys A yra 
būtina ir pakankama sekos {x„} konvergavimo sąlyga (vadinamasis Koši* 
požymis). Iš čia išplaukia, kad tvirtinimas A <> B yra teisingas, kai B' 
reiškia tvirtinimą „Seka (x,) konverguoja“. 

Sakykime, įrodėme, kad teiginys A teisingas, tuomet iš (8) taisyklės. 
išplaukia, kad seka (x„| konverguoja. Tarkime dabar, jog įrodėme, kad: 
seka (x„į konverguoja. Tuomet iš (9) taisyklės išplaukia, kad teiginys A 
yra teisingas. Sakykime, jog įrodėme, kad 1 A teisingas (arba tas pats — 
kad teisingas tvirtinimas 3 (< > 0) V (m eN)3 (n, n>m)3 (n', n' >m) (| x — 
— X, | > €)), tuomet pagal (10) taisyklę išplaukia, kad seka (x,„| diverguoja. 


Pratimai 


Kuriomis šio paragrafo taisyklėmis remiantis, atlikti šie išvedimai: 
1) duota, kad a>1 Alogac < logad. Turime, kad a>1 Alogac < logad > 0<c<d. 
Iš čia išplaukia, kad O0<c<d; 


2) jeigu trikampis lygiašonis, tai dvi jo kraštinės lygios; jeigu dvi trikampio krašti- 


nės lygios, tai du jo kampai lygūs. Iš čia išplaukia: jeigu trikampis lygiašonis, tai du 
30 kampai lygūs; 


3) jeigu a — lyginis, tai a*- lyginis. Taigi, jeigu a? — nelyginis, tai a — nelyginis; 
t Ogiustenas Liuji Koši (1789—1857) — garsus prancūzų matematikas. 
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4) a dalija skaičių (a— 1)! +1 be liekanos. Vadinasi, a — pirminis skaičius. (Nuro- 
dymas: pasinaudokite pirminio skaičiaus požymiu, aptartu III sk.) 


$ 3. Kaip operuoti su konjunkcija ir disjunkcija ? 
Pateiksime kai kurias taisykles, kaip operuoti su konjunkcija: 


A; B AD, AAB AAB 


AAB A (12), B (12), 
A>B; A>C A=B; C>D 
A= (BAC) (13), (AAC)=>(BAD) (14), 
(AAB)=> C (AAB)>C 
A>(B=C) (15), B>(A=>€) (16). 


6 pavyzdys. Įrodysime, kad bet kurioms aibėms X, Y, Z, jeigu X< Y 
ir XcZ, tai Xc YnZ. 

Tarkime, x yra bet koks aibės X elementas. Tuomet iš prielaidos Xc Y 
išplaukia, kad x€X = xeY (a). Iš prielaidos X c Z išplaukia, kad x € X = 
=> xE Z (b). Pritaikius (a) ir (b) implikacijoms (13) taisyklę, gaunama, kad 
xeX—xeYAxeZ, t. y. Xc YAZ. 

Pateiksime keletą taisyklių, kaip operuoti su disjunkcija: 


A B 


-v5 7, 275 (8) 
A= C; B=C A=B; C>D 
(AYB)= C (19), AvC=>=BVD (20), 


n 
V A; A> C; ...; AC 
i=1 


14; AVB 18; AVB 
>— (22) ——7— (23). 

(21) taisyklė atitinka ištisą įrodymo schemą, dažnai vadinamą „įro- 
dymu nagrinėjant atskirus atvejus“ (arba pilną ja indukcija). (22) ir (23) tai- 
syklės yra (1) taisyklės variantas. 


a b 
7 pavyzdys. Įrodysime teoremą: „Jeigu determinantas | a d | lygus 


nuliui, tai jo eilutės proporcingos“. Turime įrodyti, kad Vabcdik (ad— 
—bc=0 > a=kcĄb=kd) (+) arba Vabedadk (ad-bc=0 = c=ka Ad= 
= Kb) (++). 
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Iš teoremos sąlygos ad—bc=0, t. y. 
ad= bc ( 1), 


Įrodymui išnagrinėsime tris atvejus. 

I. c#0 ir d+0. Tuomet ieškomasis skaičius * randamas iš (1) lygties: 
k=alc=b/d, t. y. gauname priklausomybę (+). 

II. c=d=0. Tuomet ieškomasis skaičius k =0. Šiuo atveju tenkinama 
priklausomybė (+*+). 

III. Vienas iš skaičių c ir d lygus nuliui, o kitas nelygus nuliui. Sakysi- 
me, kad c=0, o 40. Iš (I) lygties išplaukia, kad a=0. Tuomet k=b/d 
(nes 0=5/4-0 ir b=b/d- d). Šiuo atveju tenkinama priklausomybė (+). 
Kai d=0, o c+0, nagrinėjame visai analogiškai. 

Vadinasi, visais trimis atvejais yra tenkinama priklausomybė (+) arba 
(+*+), t. y. jeigu determinantas lygus nuliui, tai jo eilutės proporcingos. 
Pažymėsime pastarąjį teiginį raide C. Kad galėtume taikyti (21) taisyklę, 


turi būti teisingas teiginys V A; (šiuo atveju n=3). Pažymėjus raide A, 


i=1 
tvirtinimą c+0A450, raide A, tvirtinimą c=0ĄAd=0, raide As tvirti- 
nimą (c=0Ad+0)V(c+0 A4=0), nesunku patikrinti, kad tvirtinimas 
3 


A,V A, ekvivalentus tvirtinimui 1.4,. Vadinasi, tvirtinimas V A; yra 


i=l 
teisingas. Pritaikę I, II ir I atvejams (21) taisyklę, darome išvadą, jog teo- 
rema teisinga. 
Pateiksime dažnai praktikoje naudojamą taisyklę, kuri logikoje va- 
dinama pilnosios disjunkcijos principu. Remiantis šia taisykle, galima gauti 
atvirkštinės teoremas jų neįrodinėjant. 


Va: A sB A] A TB) 
i= 1 


i=? fl Je!, I£] (24) 


A (B, = A,) 


imi 


Kai n=3, (24) taisyklė atrodo šitaip: 


3 3 
V 4s Ñ (4 = B); 1(B,AB,) A1 (B, A Bi) AT (BAB) 
i=1 i=] — (24). 


3 
N (B, > A,) 


i=j 
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8 pavyzdys. Panagrinėkime kvadratinę lygtį su realiais koeficientais 
ax*+bx+c=0, a#0 (A). Jos diskriminantas D=bž—4ac. Nagrinėkime 
šiuos tvirtinimus*: 

A, ZD>0; A, S D<0; 45 D=0; BS „Lygties (A) šaknys rea- 
lios ir skirtingos“; B„Z „Lygtis (A) neturi realių šaknų“; B, Z „Lygties 
(A) šaknys sutampa“. 

Lengva patikrinti, kad visos (24') taisyklės prielaidos yra teisingos. 
Vadinasi, yra teisingi tvirtinimai B, = A,, B, = Aa, B, = As. 


Pratimai 


1. Panagrinėję atskirus atvejus, įrodykite, kad bet kuriems sveikiesiems skaičiams 
xir y: x—y arba y—x yra neneigiamas dydis. 

2. Kuriomis taisyklėmis remiantis, gauti šie samprotavimai ir tvirtinimai? 

a) Duota, kad 1 (a<56). Kadangi a<bVb<a, tai iš čia išplaukia, kad b<a. 

b) A yra aibės AU B poaibis. 

c) B yra aibės AU B poaibis. 

d) Jeigu ACB ir Cc B, tai AUCcBŲ D. 

e) Jeigu dvi tiesės lygiagrečios ir viena iš jų statmena plokštumai «, tai ir kita stat- 
mena tai plokštumai. Iš čia išplaukia: jeigu dvi tiesės yra lygiagrečios, tai iš to, kad viena 
iš jų yra statmena plokštumai «, išplaukia, kad ir kita yra statmena tai plokštumai. 

3. Ar teisingos šios taisyklės? 


TAVB; TA. TAVB, B 
1B i A l 
4. Iš geometrijos žinome, kad 
< C=% > c?=až+b?, (1) 
X C<90° —cž<a*+6?, (2) 
< C>90° => ce>at+b. (3) 


Remdamiesi pilnos disjunkcijos principu, gaukite teoremas, atvirkštines (1), (2) ir (3) 
teoremoms, 


§ 4. Atsargiai — kvantoriai! 


Labai dažnai matematiniuose įrodymuose taikomos taisyklės, kurios 
formuluojamos naudojantis kvantoriais. Pavyzdžiui, sakome: „Kadangi x 
bet koks, tai tvirtinimas A (x) galioja visiems x“. Šį loginį perėjimą atspindi 
taisyklė, vadinama apibendrinimo principu: 

A(x) 
VxA (x) 


Svarbu įsidėmėti, kad apibendrinimo principas taikomas tik tvirtini- 
mams, įrodytiems nesinaudojant jokiomis prielaidomis. Jeigu norime tą 


(25). 


* Žymėjimas A S B reiškia, kad raidė A žymi tvirtinimą B. 
36 


principą taikyti tvirtinimams, įrodytiems remiantis kokiomis nors prielai- 
domis A,, ..., An t. y. taikyti taisyklę 


As, =, An | A (x) * 
Ai, .-., An F V xA) (25*), 
tai turime reikalauti, kad prielaidos A,, ..., An nepriklausytų nuo kinta- 
mojo x (t. y. kad kintamasis x nebūtų jų laisvasis kintamasis). Priešingu 
atveju galime prieiti prie absurdų. Dažnai (25*) taisyklė vartojama šitokia 
forma: 

B > A(x) Ė 
B =V xA(x) (26); 


čia B nepriklauso nuo kintamojo x (t. y. kintamasis x nėra formulės B 
laisvasis kintamasis). 

9 pavyzdys. Panagrinėsime teoremos apie atkarpos vidurio statmenį* 
pirmosios dalies įrodymą. Tai tvirtinimas, formuluojamas šitaip: „Bet ku- 
ris taškas, priklausantis atkarpos vidurio statmeniui, yra vienodai nutolęs 
nuo tos atkarpos galų“ (1 pav.). Reikia įrodyti: jeigu tiesė MO — atkar- 
pos AB vidurio statmuo, tai kiekvienam taškui P, priklausančiam tiesei 


1 pav. 


MO, PA=PB. Ivirtinimą „Tiesė MO — atkarpos AB vidurio statmuo“ 
pažymėkime raide S; Pe MO reiškia tvirtinimą „P — kuris nors (konkre- 
tus) taškas, priklausantis tiesei MO (atkarpos AB vidurio statmeniui)“. 
Čia (ir toliau, kur norėsime išryškinti įrodymo loginę struktūrą) įrodymus 
rašysime seka 

l.A 

n. A, 
Šalia kiekvieno sekos nario (t. y. šalia kiekvieno įrodymo žingsnio) rašy- 
sime, kuo remiantis tas žingsnis buvo atliktas (t. y. rašysime įrodymo ar- 
gumentaciją). Norimas įrodymas atrodo šitaip: 

* T. y. tiesę, statmeną atkarpai ir einančią per jos vidurį. 
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l. S, PEMOL-PA=PB [remiantis tuo, kad A4A0P= ABOP, nes 
AO0O=B0O, + A0P=90", OP — bendra abiem trikampiams]. 

2. S—PEMO = PA=PB [iš 1 pagal dedukcijos teoremą]. 

3. S => YP (PEMO = PA=PB) [iš 2 pagal (26) taisyklę, kurią galima 
taikyti, nes S nepriklauso nuo P]. 

Pabandykime dabar nuo 1 žingsnio pereiti prie 2 pagal (25*) taisyklę 
(t. y. nesilaikydami joje nurodyto ribojimo): 

2*. S, PsMO|-V P(PA=PB) [iš 1 pagal (25*) taisyklę]. 

3*, S, PeMO|-V C(CA=CB) [iš 2*, remiantis V xA (x)=V yA (y) 
(žr. II sk.]. 

3* tvirtinimas yra absurdiškas, nes teigia, kad iš prielaidos „Tiesė 
MO — atkarpos AB vidurio statmuo“ ir prielaidos „P — kuris nors taš- 
kas, priklausantis tam statmeniui“ išplaukia, kad bet kuris taškas C yra 
lygiai nutolęs nuo atkarpos AB galų. 

Panaši situacija galima ir taikant taisykles 


A(x) => B B> VxA(x) 
d xA(x) > B 27, Yx(B = A(x)) (28), 


jeigu nesilaikoma ribojimo, kad B nepriklauso nuo kintamojo x. 

(25)— (28) taisyklės gerai iliustruoja, kad ribojimas, nurodytas šio 
skyriaus $ 1 dedukcijos teoremos pritaikymui (t. y. kad „pašalinamoji“ 
prielaida neturėtų laisvųjų kintamųjų), yra esminis. Pavyzdžiui, pagal api- 
bendrinimo principą turime, kad 4(x)--V xA (x). Tačiau, kaip matėme II 
skyriuje, implikacija A (x) => V xA (x) nėra tapačiai teisinga. 

Kitos žemiau pateiktos kvantorinės taisyklės yra gana paprastos ir 
taikomos be esminių ribojimų. 


V xA (x) A(t) 14(t) 
A(t) (29), J xA (x) (30), TV xA(x) G L). 


(29), (30) ir (31) taisyklėse £ — termas, laisvas kintamojo x atžvilgiu 
formulėje A (x) (žr. II sk., § 2). 

Jeigu tvirtinimas A (t) įrodomas taip, kad kartu randamas ir termas £ 
(paprasčiausiu atveju — jis tiesiog gali būti nurodytas), tai tvirtinimo 
2xA (x) įrodymas naudojant (30) taisyklę vadinamas konstruktyviu (dar 
sakoma — efektyviu). 

10 pavyzdys. Sakykime, A (n) reiškia tvirtinimą „Skaičius n?+n+41 — 
sudėtinis“ ir reikia įrodyti tvirtinimą 3nA (n). Paėmus n=41, gaunama 
4124+41+41=43-41, t. y. gavome sudėtinį skaičių. Vadinasi, tvirtini- 
mas A (41) yra teisingas, pagal (30) taisyklę tvirtinimas J mA (n) yra tei- 
singas. Šiuo atveju termas t, t. y. skaičius 41, buvo tiesiog nurodytas. Su- 
dėtingesniais atvejais termo + suradimui nurodomas koks nors būdas. 
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11 pavyzdys. Nagrinėkime teoremą apie daugianario f(x) dalumą* 
iš dvinario x— B (čia ß yra lygties f (x)=0 šaknis), kuri teigia egzistavimą 
tokio daugianario g (x), kad f(x)=(x—B) g (x); čia g (x) laipsnis yra vie- 
netu žemesnis už f (x) laipsnį. Sios teoremos įrodyme termas + — daugia- 
naris q (x) — randamas dalijant daugianarį f (x) iš dvinario x-— B. 

Paskutinieji du pavyzdžiai demonstruoja egzistencijos teoremų konstruk- 
tyvius įrodymus. 

(31) taisyklė atspindi kokio nors tvirtinimo paneigimą pateikiant 
paneigiantį pavyzdį, arba kontrapavyzdį. 

12 pavyzdys. Sakykime, A (n) reiškia tvirtinimą „Skaičius pavidalo 
2?"41 yra pirminis“. Paėmę n=5, gauname 4294 967 297, kuris yra ne- 
pirminis. Taigi tvirtinimas A (5) yra neteisingas, tuomet 1 A (5) yra teisin- 
gas ir pagal (31) taisyklę yra teisingas tvirtinimas 1 V nA (n). Šį kontrapavyz- 
dį sugalvojo šveicarų matematikas L. Oileris (1707 — 1783), daugiau kaip 
30 metų gyvenęs ir dirbęs Rusijoje; jis buvo Peterburgo Akademijos narys. 
Oileris parodė, kad 2+1 dalus iš 641, tuo paneigdamas įžymaus prancū- 
zų matematiko P. Ferma (1601 — 1665) iškeltą hipotezę, pagal kurią visi 
skaičiai pavidalo 2*"+1— pirminiai. 

Kartais teisingų tvirtinimų įrodymai yra neteisingi. Viena iš galimų 
klaidos atsiradimo priežasčių yra tai, kad neteisingai suprantamas kvan- 
torių neigimas. 

13 pavyzdys. Rasime klaidą šiame sumos komutatyvumo įrodyme: 
„Panaudokime prieštaros metodą (kurį smulkiau aptarsime sekančiame 
paragrafe), t. y. tarkime, kad komutatyvumo dėsnis yra neteisingas: 
TYxy(x+y=y+x). Vadinasi, bet kuriems skaičiams x ir y galioja x+y Æ 
Zy+x. Kadangi y yra bet koks, tai pakeitę y skaičiumi x, gausime prieš- 
taravimą: x+x#x+x. Vadinasi, mūsų prielaida yra neteisinga, todėl ko- 
mutatyvumo dėsnis galioja“. Lengva matyti, kad šiame „įrodyme“ netei- 
singai padarytas perėjimas nuo teiginio 1TYxy(x+y=y+x) prie teiginio 

„Bet kuriems x ir y galioja x+y #y+x“. Kaip matėme II skyriuje, paneig- 
dami tvirtinimą V xyA (x, y), gauname tvirtinimą 3 xy1 A (x, y) (bet ne 
Yxyl A (x, y)), o turėdami tvirtinimą „Egzistuoja tokie x ir y, kad x+ y+ 
*y+x“, jau nebegalime pakeisti skaičiaus y skaičiumi x, nes y — ne bet 
koks. 


Pratimai 


1. Konstruktyviai įrodykite, kad egzistuoja pirminis skaičius, kurio kvadratas yra 
lyginis. 

2. Pasinaudoję (31) taisykle, įrodykite, kad egzistuoja natūrinis skaičius n, paneigian- 
tis tvirtinimą: „Jeigu n?— 1 (n>5) dalus iš 24, tai n — pirminis skaičius“. 


* Apie daugianario dalumą iš daugianario plačiau galima paskaityti: Papildomi 


X—XI klasės matematikos kurso skyriai fakultatyviniams užsiėmimams. — Kaunas: 
Šviesa, 1973. 
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3. Raskite bendrumo principo panaudojimo pavyzdžių matematiniuose įrodymuose. 

4. Kuriomis taisyklėmis remiantis iš teisingo tvirtinimo Y x3 y (x+yx=5) gauti šie 
tvirtinimai: 

a) 3y (3+y=5); 

b) 3 y (z+y=5); 

c) V23y(z21+y=5). 

5. Ar teisingai pereita nuo tvirtinimo V 43 v (u+ v=100) prie tvirtinimo 3 v(G+ 
+v)+7=100) pagal (29) taisyklę? 


S 5. Netiesioginiai įrodymai 


Netiesioginiai įrodymai, arba įrodymai, gauti prieštaros būdu, iš esmės 
remiasi šiomis taisyklėmis: 


JNA E AI R) (32), A D AAB) (33), 
A, 12B-(RAUR) 
E y (O 


A> B A=B 


Naudojantis jomis (taip pat kitomis taisyklėmis, atspindinčiomis 
kitus galimus prieštaros metodo variantus), pavyksta išsivaduoti nuo įves- 
tų prielaidų. Norime atkreipti ypatingą dėmesį į tai, kad įrodymuose, at- 
liekamuose pagal (32) taisyklę, visiškai nebūtina gauti R ir 1 R remiantis 
prielaida 14. Dažnai iš prielaidos 1 4 gaunamas tvirtinimas R, prieš- 
taraujantis kuriam nors teisingam matematiniam tvirtinimui. Ta pati pa- 
staba liečia (33) ir (34) taisykles. 

14 pavyzdys. Įrodykime Euklido teoremą „Egžistuoja be galo daug 
pirminių skaičių“. Tvirtinimą „Pirminių skaičių aibė yra begalinė“ pažy- 
mėkime raide A, o m|n — tvirtinimą „m yra skaičiaus » daliklis“. 

1. P= (2, 3, 5, ..., k) [prielaida, išreiškianti tvirtinimą 1 4]. 

Sudarykime skaičių n=(2:3-5--...-k)+1. 

2. V(meP)1(m|n) [iš 1 ir skaičiaus n konstrukcijos]. 

3. ng P [nes n> K). 

4. I(me P)(m|n) [iš 3 ir sudėtinio skaičiaus apibrėžimo]. 

5. 1 V(meP) 1(m|») [iš 4 remiantis dėsniu ł xA (x) = 1Vx1 A(x)]. 

6. A [iš 2 ir 5 pritaikius (13) ir (32) taisykles). 

15 pavyzdys. Įrodysime teoremą „Bet kurioms tiesėms å, b, c: a||c A 
Abl|c=a||b“. 

l. al|cAb||c [prielaida]. 

2. a Į b [prielaida]. 

3. I taškas M (M ea ^AM cb) [iš 2 ir susikertančių tiesių apibrėžimo]. 


4() 


4. 3 taškas M (MeaAMeb)Aa||cAb||c [iš 3, 1 pagal (11) taisyklę 
esant 1 ir 2 prielaidoms]. 

5. Per duotą tašką eina tik viena tiesė, lygiagreti duotajai [lygiagrečių 
tiesių aksioma. Ši aksioma yra tvirtinimo, užrašyto 4 punkte, neigimas]. 

6. al | cAb|c=>a||b [iš 4, 5 pagal (13) ir (34) taisykles]. 

Remiantis antrininko principu (II sk., $ 4), t. y. 1 A=A*, netiesioginiai 
įrodymai gali būti atliekami pagal taisykles, kurios gaunamos iš (32), 
(33), (34), (35) ir (36) taisyklių pakeičiant formulių neigimus jų antrininkais. 
Pavyzdžiui, galima naudotis šitokiomis taisyklėmis (kurios išvedamos iš 
(33) taisyklės): 


A* - (RAT R) Aš (RA R*) 
—1— (67) 7 08 


TAH (RAR 
JARA (39). 


16 pavyzdys. Įrodysime tvirtinimą 1 (m | k) = (m | nk = 1 (m, n)=1). 
Tvirtinimą m | kV (G (m | nk) Vl (m, n)=1), gautą iš duotojo tvirti- 
nimo eliminavus implikacijos simbolį, pažymėkime raide 4. Šio tvirtinimo 
įrodymui panaudosime (37) taisyklę. 
„T(m]| k) A((m | nk) A(m, n)= 1) [prielaida, reiškianti tvirtinimą A*). 
„T(m|k) [1 pagal (13) taisyklę). 
(m | nk Am, n)=1) [1 pagal (13) taisyklę]. 
(m | nk A(m, 1)=1) > m | k [teisingas tvirtinimas]. 
„m|k [3, 4 pagal (1) taisyklę]. 
„ A[5, 2 pagal (13) ir (37) taisykles]. 

Bet kuris netiesioginis įrodymas yra neefektyvus, nes, remiantis tokiu 
įrodymu, negalima sukonstruoti teoremoje nagrinėjamų objektų. Tipiška 
situacija — Euklido teoremos įrodymas, pateiktas 14 pavyzdyje. Iš šio 
įrodymo iš tikrųjų išplaukia, kad pirminių skaičių yra be galo daug, tačiau 
iš teoremos įrodymo negalima gauti jokio (gero ar blogo) būdo pirminiams 
skaičiams surasti. Egzistencijos teoremų įrodymai, gauti prieštaros būdų, 
vadinami nekonstruktyviais, arba grynaisiais egzistencijos, įrodymais. 
Nors ir nekonstruktyvūs, grynieji egzistencijos įrodymai yra labai vertinami 
klasikinėje matematikoje. Kaip teigė Hilbertas „...egzistencijos įrodymo 
esmė yra minties sutrumpinimas ir ekonomija... Egzistencijos teoremų... 
uždraudimas reiškia visišką atsisakymą nuo matematikos mokslo“. In- 
tuicionistinės matematikos šalininkai grynųjų egzistencijos įrodymų visiš- 
kai nepripažįsta. 


LD = 


NIB 


Pratimai 


1. Prieštaros metodu įrodykite šiuos tvirtinimus: 

a) „Neegzistuoja toks sveikasis skaičius x, kad x*4+1 <0“; 

b) „Iš taško, nesančio duotoje tiesėje, galima išvesti ne daugiau kaip vieną statmeni 
į tą tiesę“; 
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c) Vax (x? — lyginis => x — lyginis); 

d) „Skaičius ļ/ 2 — irracionalinis“; 

e) „Jeigu taškas x, yra funkcijos f (x) ekstremumo taškas ir šiame taške egzistuoja 
išvestinė, tai ji lygi nuliui: f“ (x4)=0“. (Nurodymas: norėdami gauti prieštara- 
vimą, nagrinėkite atskirus atvejus, t. y. naudokitės (21) taisykle, kai n=2.) 

2. Pateikite (33), (35) ir (36) taisyklių taikymo pavyzdžius matematiniuose įrody- 
muose. 

3, Raskite klaidą šio tvirtinimo „įrodyme“ (būtent — įrodyme, nesistengiant įro- 
dyti šio tvirtinimo klaidingumo). „Jeigu tiesė a statmena kuriai nors tiesei 6, priklausan- 
čiai plokštumai «, tai ji statmena ir plokštumai œ“. „Įrodysime prieštaros būdu, t. y. 
tarsime, kad tiesė a nestatmena plokštumai a. Tuomet iš tiesės ir plokštumos statmenumo 
apibrėžimo išplaukia, kad tiesė a nestatmena nė vienai tiesei, priklausančiai plokštumai 
x, kartu ir tiesei b, o tai prieštarauja sąlygai. Taigi tvirtinimas įrodytas“. 


S 6. Matematinės indukcijos metodas 


Matematikai V xA (x) pavidalo tvirtinimus dažnai įrodo matematinės 
indukcijos principu. Įrodymą matematinės indukcijos principų sudaro 
dvi dalys: indukcijos bazė ir indukcijos žingsnis. Indukcijos bazėje nustato- 
ma, kad tvirtinimas A (n) (skaičius n vadinamas indukcijos parametru) 
teisingas, kai n=1. Indukcijos žingsnyje daroma prielaida, kad tvirtini- 
mas A (n) teisingas, kai n=k, ir įrodoma, kad tvirtinimas A (n) teisingas, 
kai n=k+1, t. y. įrodoma implikacija A (k) = A(k-+1) (šios implikacijos 
prielaida dar vadinama indukcijos prielaida). Tuomet daroma išvada, kad 
teisingas tvirtinimas V xA (x). Matematinės indukcijos principą galime už- 
rašyti šitaip: 

A(1); V K(A(k) = Alk+1)) 
V xA (x) (I). 
Kartais vietoj tvirtinimo A (1) indukcijos bazėje patikrinamas tvirti- 


nimas A (0). 
17 pavyzdys. Įrodysime, kad 


1-242-3+...+n- (+ > aa 


1.2.3 


Indukcijos bazė: n=1.1.2= 
Indukcijos Žingsnis. Tarkime, kad 


1-2+2-3+... +(k-1)k= 


(k—i)k(k+1) 
3 ° 


Tuomet 
k- UDk(k4+1) 
3 


1-2+2:3+...+(k-Dk+k(k+1)=< +k(k+1)= 


—„ k(k+i)(k+2) 
m, 
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Ignoruojant indukcijos žingsnio įrodymą, galima gauti klaidingas iš- 
vadas. Tačiau svarbu įrodyti ne tik indukcijos žingsnį, bet ir indukcijos 
bazę. 

18 pavyzdys. Pateiksime „įrodymą“, kad visi natūriniai skaičiai yra 
lygūs, „įrodydami“, jog Vn (n=n+1). Tarkime, kad k=k+-1 (1). Įrody- 
sime, kad k+ i =k+2 (2). Iš tikrųjų, pridėję prie abiejų (1) lygybės pusių 
po 1, gauname (2) lygybę. Vadinasi, jeigu tvirtinimas teisingas, kai n=k, 
tai jis teisingas ir kai n=k+1. Taigi Vn (n=n+ 1). Išvada: visi natūriniai 
skaičiai lygūs! 

Matome, kad iš klaidingos prielaidos net ir teisingai samprotaujant 
galima gauti klaidingą išvadą. Patikrinus indukcijos bazę, nepadaromos 
neleistinos prielaidos. 

Įrodant tvirtinimą V x (x>k = A (x)), indukcijos bazėje reikia tikrinti 
atvejį, kai indukcijos parametras yra lygus k, t. y. tikrinti tvirtinimą A (k). 
Šiuo atveju matematinės indukcijos principas užrašomas šitaip: 


A(k); Vn ((1>kA (a) => A (1+1)) 
Vx(x=>k => A (x)) 


(II), 

19 pavyzdys. Įrodysime, kad Vn(n>5 => 27>n?). 

Indukcijos bazė: n=5. Kadangi 25 > 52, tai indukcijos bazė teisinga. 

Indukcijos žingsnis. Tarkime, kad 2*>k*, kai k>5. Kadangi k25, 
tai teisingos nelygybės: k > Lir k—2>1. Sudauginę pastarąsias dvi nelygy- 
bes panariui, gauname k(k—2)>1 arba k?>2k+1. Vadinasi, 2*+1= 
=2 : 2k > 2k?=k? +k? > k?+2k+1=(k +1)2. 

Dažnai vietoj I ir II matematinės indukcijos schemų tenka naudotis 
grįžtamą ja matematine indukcija. Įrodydami šiuo metodu tvirtinimą A (n), 
t. y. pagrįsdami indukcinį žingsnį, naudojamės tvirtinimu A (k); čia 
k<n. Grįžtamosios indukcijos schema yra šitokia: 


Yn (vk (k<n = A (k) = at) 


Y xA (x) (ŒD. 

Atkreipsime dėmesį į tai, kad, kai n=1, tvirtinimas k<1 yra klaidin- 
gas su visais natūriniais skaičiais, todėl teiginys V k (k<1 = A (k)) yra 
teisingas. Vadinasi, implikacija V k (k<1 = A (k)) = A (1)) yra ekviva- 
lenti teiginiui A (1). Taigi, nors grįžtamosios indukcijos schemoje nefigū- 
ruoja indukcijos bazė, bet ji slypi atvejyje, kai n=1. Vadinasi, vartojant 
grįžtamosios indukcijos metodą, reikia atskirai nagrinėti pradinę indukci- 
jos parametro reikšmę, atitinkančią paprastosios matematinės indukcijos 
bazę. Dažnai vietoj šio nagrinėjamas bendresnis, apimantis indukcijos ba- 
2ę, atvejis. 
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20 pavyzdys. Įrodysime, kad kiekvienas natūrinis skaičius n >2 gali bū- 
ti išreikštas pirminių skaičių sandauga. Įrodysime grįžtamosios indukcijos 
metodu. Nagrinėsime šiuos atvejus. 

1 atvejis: n yra pirminis (šis atvejis apima ir tą, kai n=2, t. y. bazinį 
atvejį). Tuomet ieškomoji sandauga susideda iš vieno nario — skaičiaus n. 

2 atvejis: n yra nepirminis, t. y. n=] * Np. 

Kadangi n,<n (i=1,2), tai pagal indukcijos prielaidą skaičių 7, ga- 
lima užrašyti pirminių skaičių sandauga II,. Vadinasi, ieškomoji sandau- 
ga yra pavidalo II, - IL. 

Įrodant kokį nors tvirtinimą A, neretai patenkama į paradoksalią si- 
tuaciją: patogiau ir lengviau, o kartais net ir neišvengiama įrodyti stipres- 
nį tvirtinimą B (t. y. tokį B, kad implikacija B = A būtų teisinga). Įrodžius 
B, norimas tvirtinimas A gaunamas pagal implikacijos prielaidos atsky- 
rimo taisyklę. Šis metodas vadinamas išradėjo paradoksu. 

21 pavyzdys. Įrodysime nelygybę: 


1-3-5.... (27-1) 1 
2-4-6-...-2n ET (1). 
Įrodymui pasinaudosime išradėjo paradoksu, t. y. vietoj nelygybės 
(1) įrodysime stipresnę nelygybę: 


1-3-5- ...- (2n—1) l 
aean pp 


Įrodysime matematinės indukcijos principu. Indukcijos bazė: n=1. 
1 


—— ———4 


2 V 2 
Indukcijos Žingsnis: tarkime, kad 
13.5%... :(2k—1) 1 
KE TA 
Tuomet įrodysime, kad 
1:3:5... . e (2k—1)(2k+1) 1 (4) 
—2.4.6.... 2k. (2k+2) Vk+2 


Vietoj nelygybės (4) nagrinėkime nelygybę: 
1 | 2k+1 | 

Vk+1 2k+2 Vki2 

kuri yra teisinga, nes, atlikus ekvivalenčius pertvarkymus, pakeičiama 

akivaizdžia nelygybe 3k +2>0. Pasinaudoję (3) nelygybe, gauname, kad 

implikacija (5) = (4) yra teisinga. Vadinasi, (4), kartu ir (2) nelygybės 

yra teisingos. Antra vertus, kadangi implikacija (2) = (1) yra teisinga, 
tai nelygybė (1) yra įrodyta. 
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(5), 


Pratimai 


1. Matematinės indukcijos metodu įrodykite šiuos tvirtinimus: 


a) Yn (1424314... +. TDO, 
b) Yn (1 .242:343:44...tn(a+ = EDE), 


c) Va(n>3 > 2">2n+1); 

d) Vn(n>2 > lart... -ak |S|a | +... +l|anl); 

e) V n (2”t: >2n4+5). 

2. Seka (x,) apibrėžta rekursyviai: x1=2, Xn;;= ES 


=h(n+1). 
3. Įrodykite Fibonačio skaičių (žr. III sk.) savybę 


+ Xn, Įrodykite, kad x,„= 


Uny m= Ina 1* Km Fun olimi 


4. Pabandykite įrodyti 23 pavyzdžio (1) nelygybę, nesinaudodami išradėjo para- 
doksu. 


S 7. Begalinio nuolydžio metodas 


Neretai netiesioginiai įrodymai atliekami vadinamuoju begalinio nuo- 
lydžio metodu. Norėdami įrodyti, jog duotasis tvirtinimas* A (x) yra ne- 
teisingas, tariame, kad jis yra teisingas su tam tikru xo. Toliau parodoma, 
kad tas tvirtinimas yra teisingas su tam tikrais x}, X;, ..., x; Čia s — bet 
koks natūrinis skaičius. Iš čia vienokiu ar kitokiu būdu gaunamas prieš- 
taravimas, rodantis, jog prielaida buvo klaidinga, t. y. tvirtinimas A (x) 
yra neteisingas. Dažnai vartojama suprastinta begalinio nuolydžio metodo 
schema: norėdami parodyti, kad tvirtinimas A (x) yra neteisingas su bet 
kuriuo x, tariame, kad A (x) yra teisingas su tam tikru x; be to, laikome, 
kad tai mažiausia x reikšmė, su kuria duotas tvirtinimas yra teisingas. 
Naudodamiesi šiomis prielaidomis, parodome, kad egzistuoja toks y<x, 
su kuriuo duotasis tvirtinimas taip pat teisingas. Taip gauname prieštara- 
vimą, nes laikėme, kad x yra mažiausia reikšmė, su kuria duotasis tvirti- 
nimas teisingas. Tokios formos begalinio nuolydžio metodas vadinamas 
begalinio nuolydžio indukcija. Jos schema yra šitokia: 


Yx (4 (x) => ay (y<xAA(0))) 
Yxl4dA(x) 


22 pavyzdys. Remdamiesi begalinio nuolydžio indukcija, įrodysime 
skaičiaus ļ/ 2 irracionalumą. Skaičiaus y2 irracionalumas reiškia, jog lyg- 
tis x?=2y? neturi sprendinių, išreikštų sveikaisiais skaičiais. Tarkime prie- 
šingai, kad toks sprendinys egzistuoja ir x =m, y=n yra vienas iš jų, be to, 
su mažiausiu galimu x. Įrašę juos į lygtį, gauname, kad m?=2n?, t. y. n<m; 


* Formulėje A (x) kintamasis x gali reikšti seką kintamųjų, pVZ., X1, X2, X3- 
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be to, iš lygties pavidalo išplaukia, kad m turi būti lyginis, t. y. m = 2m;. 
Įrašę skaičių m=2m,; į lygtį, gauname 4113 = 2nž, arba n?=2m?, t. y. x=n, 
y=m, — taip pat sprendinys. Kadangi n<m, tai gavome prieštaravimą 
mūsų prielaidai, kad m, n — sprendinys su mažiausia galima x reikšme. 

23 pavyzdys. Įrodysime, kad lygtis x?+y?+z?+u?=2xyzu neturi 
sprendinių, išreikštų natūriniais skaičiais. 

Tarkime priešingai, kad duotoji lygtis turi sprendinius, išreikštus na- 
tūriniais skaičiais ir x, y, z, u — vienas iš jų. Iš lygties pavidalo išplaukia, 
kad x21y*4+7241u2 — lyginis skaičius. Todėl tarp skaičių x, y, z, u yra 
lyginis skaičius nelyginių, t. y. jų yra 4, 2 arba 0. Jeigu jų yra 4 (t. y. visi 
x, V, Z, u — nelyginiai), tai x?+y?+z?+u? dalus iš 4, o 2xyzu nedalus, 
o to negali būti. Jeigu tarp x, y, Z, u yra tik du nelyginiai skaičiai, tai x* + 
+y?+z?+ u? nedalus iš 4, o 2xyzu — dalus. Vėl gavome prieštaravimą. 
Todėl visi x, y, z, u turi būti lyginiai, t. y. x=2x,, y=2y,, z= 22,4, = 2u. 
Įrašę tai į duotąją lygtį, gauname: 


Xİ HYT AZ TUB X; Y; Z1 t. 


Čia vėl nesunku įsitikinti, kad x, =2x4, y, =2Vz, Z1 =2Zz, u, =2u, nes prie- 
šingu atveju x? + y? +2? +u? nedalus iš 8. Todėl xš-+ y3 +23 + Už =32x3y5 Zola. 
Tęsdami toliau, gauname, kad su bet kokiu natūrinių skaičiumi s 
S++ += 2+1 X, Ys Zs lds; 
be to, x,=2X;+1> Vs=2Ys+1 Z= 2Z, +1 lu, =2u,; Taigi Vs ( skaičiai 
X V Z Hu 


5 B A S sveikieji skaičiai). Gavome prieštaravimą. 


Pratimai 


Begalinio nuolydžio metodu parodykite, kad šios lygtys neturi sprendinių, išreikštų 
natūriniais skaičiais: 

1) x2+-y*+2*=2xyz; 

2) x*+y*= 2; 

3) 8x+1+4y*;+-224= 174, 


V. AKSIOMINIS METODAS 


Su aksiominiu metodu susipažįstama jau mokykloje“. Nagrinėjant 
aksiominiu metodu tą ar kitą maten:atinę discipliną (pvz., geometriją, 
aibių teoriją, tikimybių teoriją ir kt.), suformuluojamos tos disciplinos 


* Apie aksiominio metodo taikymą geom “trijoje galima paskaityti šiose knygelėse: 
Vaškas P. Geometrijos. — Vilnius: Mintis, 174: Kolmogorovas A. ir kt. Geometrija: 
Mokymo priemonė VIII klasei. — Kaunas: Šviesa, 1974; Boamanckuŭ B. Teome- 
m OrcuepumenTtanbHoe yweGOnoe nocoĝme mia VIII xīiacca. — M.: [eparorn- 
Ka, 1977. 
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specifinės aksiomos, t. y. būtiniausi ir esmingiausi tvirtinimai, kuriais re- 
miantis įrodomi bet kurie teisingi tos nagrinėjamos disciplinos tvirtini- 
mai. Tikslinant aksiominių teorijų dedukcinę dalį (kitaip tariant — nagri- 
nėjamos teorijos logiką), t. y. ne tik griežtai apibrėžiant specifines aksio- 
mas, bet ir išvardijant išvedimo taisykles, susiformavo formalių jų sistemų 
sąvoka. Ši sąvoka įgalina tiksliai apibrėžti, kas yra įrodymas vienoje ar 
kitoje aksiominėje matematinėje teorijoje. Šiame skyriuje trumpai aptar- 
sime tris aksiominio metodo formas — prasminę, abstrakčią ją ir formalią ją. 
Jos atspindi aksiominio metodo vystymosi raidą. Antikos laikais sukurta 
aksiominė geometrijos teorija yra ryškiausias prasminės aksiominės teori- 
jos pavyzdys. Abstrakčiosios (jos atsirado XIX a. pabaigoje) ir formalio- 
sios (atsirado XX a. pradžioje) aksiominės teorijos nukonkuravo savo pirm- 
takes. 


$ 1. Prasminės ir abstrakčiosios aksiominės teorijos 


Logikos kūrėjas Aristotelis mokė, kad bet koks mokslas turi prasidėti 
nuo pradinių tvirtinimų (aksiomų), iš kurių griežtų samprotavimų kelių 
išvedami kiti tvirtinimai (teoremos). Matematikas Euklidas, sekdamas 
Aristotelio mokymu, parašė geometrijos vadovėlį „Pradmenys“. Toji kny- 
ga buvo pagrindinis geometrijos vadovėlis ištisus du tūkstančius metų. 
Viduramžiais po Biblijos jis buvo labiausiai skaitoma knyga. „Pradmenyse“ 
Euklidas vadovavosi šitokia idėja. Iš bet kokios teoremos įrodymo galima 
atsekti, kokios anksčiau įrodytos teoremos panaudotos tame įrodyme. 
Savo ruožtu, analizuojant anksčiau įrodytų teoremų įrodymus, vėl galima 
išskirti teoremas, kuriomis buvo remtasi ir t. t., kol prieinama prie paprastų 
pradinių tvirtinimų (aksiomų). Vadinasi, iš tų aksiomų galima įrodyti visas 
nagrinėtas geometrijos teoremas. Aksiomos yra tokios paprastos ir aiškios, 
kad jų įrodyti visiškai nereikia. „Pradmenys“ prasideda pirminių geometri- 
nių sąvokų apibrėžimais. Pavyzdžiui, „Taškas yra tai, kas neturi dalių“, 
„Linija yra ilgis be pločio“, „Linijos galai yra taškai“, „Tiesė yra linija, 
lygiai išsidėsčiusi atžvilgiu ant jos gulinčių taškų“ ir t. t. Šių apibrėžimų 
įvedimo tvarka yra logiška: kiekvienas apibrėžimas remiasi tik anksčiau 
įvestais apibrėžimais. Nepaisant šios teigiamos savybės, apibrėžimai yra 
pati silpniausia Euklido „„Pradmenų“ vieta. Net pats paprasčiausias — 
taško apibrėžimas — negriežtas. Ką reiškia „tai“ ir kas tai yra „dalis“? 
Tiesės apibrėžimas ne tik kad negriežtas, bet ir visai neaiškus. Taip pui- 
kiausiai galima apibrėžti ir apskritimą. „Pradmenyse“ suformuluota ak- 
siomų sistema yra nepilna: teoremų įrodymuose vartojami neįrodyti 
tvirtinimai, kurie nėra aksiomos. „Pradmenys“ buvo tobulinami dviem 
kryptimis: 1) buvo stengiamasi papildyti aksiomų sistemą naujomis 
aksiomomis ir 2) įrodyti kai kurių aksiomų priklausomumą nuo kitų 
aksiomų. Labiausiai Euktidą norėta „pataisyti“ ten, kur jis buvo absoliu- 
čiai teisus. Beveik du tūkstančius metų matematikai ir mėgėjai mėgino įro- 
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dyti lygiagretumo aksiomos priklausomumą nuo kitų „Pradmenyse“ 
suformuluotų aksiomų. Tačiau šios pastangos buvo bevaisės, nes, kaip 
vėliau išaiškėjo, tai įrodyti iš principo neįmanoma. Dar daugiau, pasirodė, 
kad, greta euklidinės geometrijos, galima nagrinėti ir „neeuklidinę“ geo- 
metriją*, gaunamą pirmojoje lygiagretumo aksiomą pakeitus priešinga: 
„Plokštumoje per tašką A, nesantį duotoje tiesėje a, galima nubrėžti bent 
dvi tieses a' ir a“, nekertančias tiesės a“. Pirmieji, kurie tai suprato ir ap- 
rašė (tuo parodydami didžiulę mokslinę drąsą, prilygstančią Koperniko 
drąsai), buvo rusų matematikas N. Lobačevskis (1792 — 1856) ir vengrų 
matematikas J. Bojajus (1802 — 1860)**. Nors tarp euklidinės ir neeukli- 
dinės geometrijos yra didžiulis prasminis skirtumas, bet galima išskirti 
dvi savybes, būdingas joms abiem. 

1. Nagrinėjamųjų objektų aibė interpretuojama vieninteliu būdu — 
tai konkretūs geometriniai objektai: taškai, tiesės, plokštumos ir kt. (antra 
vertus, tie objektai savo ruožtu yra abstraktus materialios erdvės atspin- 
dys — gamtoje nėra „idealaus“ taško ar tiesės). 

2. Išvedimo taisyklės, kuriomis remiantis įrodomi tvirtinimai, nėra 
nusakytos. 

Aksiominės teorijos, tenkinančios šias dvi savybes, vadinamos prasmi- 
nėmis. 

1899 m. pasirodė D. Hilberto knyga „Geometrijos pagrindai“. Joje 
pirminiai geometriniai objektai — taškai, tiesės, plokštumos — yra ab- 
straktūs ir juos galima įvairiausiai interpretuoti. Taip pat abstraktūs yra 
ir pirminiai sąryšiai: „tarp“, „lygiagretūs“ ir kt. Jie niekaip neapibrė- 
žiami ir niekaip neinterpretuojami. Vienintelis jiems keliamas reikalavi- 
mas — tenkinti tam tikras aksiomas. Tai buvo naujas, labai efektyvus 
požiūris į aksiominį metodą, leidžiantis tą pačią aksiomų sistemą taikyti 
įvairiose srityse, kur tos aksiomos galioja. Šis požiūris siejasi su prancū- 
zų matematiko A. Puankarė (1854— 1912) teiginiu „Matematika — tai 
menas skirtingus teiginius vadinti tuo pačiu vardu“. 

Tokios naujo tipo aksiominės teorijos vadinamos abstrakčiosiomis. 
Jos skiriasi nuo prasminių pirmąja savybe: nagrinėjamųjų objektų aibė — 
neinterpretuojama. Kaip ir prasminėse, abstrakčiosiose aksiominėse 
sistemose loginė dalis (t. y. išvedimo taisyklės) neapibrėžiama, o tik for- 
muluojamos tos teorijos specifinės aksiomos, kurias turi tenkinti tos teo- 
rijos pirminės sąvokos, 

Aprašysime abstrakčiąją aksiominę teoriją — grupių teoriją. 

* Euklidinė ir neeuklidinė geometrijos aprašomos minėtoje P. Vaško knygelėje. 

+*+ Neeuklidinės geometrijos sukūrimo galimybes suprato ir XIX a. pirmosios pu- 


sės „matematikos karalius“ vokiečių matematikas K. Gausas (1777—1855). Tačiau jis 
viešai to neskelbė bijodamas būti nesuprastas ir pakenkti savo mokslinei reputacijai. 
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Pirminės sąvokos; grupės elementas, binarinė operacija. Toji operacija, 
pritaikyta grupės elementams, turi tenkinti šias aksiomas*: 

Al (binarinės operacijos asociatyvumas). Sakykime, G — grupės ele- 
mentų aibė. Tuomet 


V y, 266) ((*-69-2)=(€-))-2)) 
A2 (apie vienetinį elementą): 
3!(eeG)V(xEG)(x-e=3). 


A3 (apie atvirkštinius elementus): 
V(xEeG)3!(x7!1EG) (x »x-!=€2). 


Grupe vadinama aibė G su binarine operacija, tenkinančia aksiomas 
Al, A2, 43. Grupė vadinama komutatyvią ja, jeigu, be šių aksiomų, tenki- 
nama komutatyvumo aksioma: 


A4:V (x, yeG)(x-y=y- X). 


Pateiksime grupės pavyzdžių. 

1 pavyzdys. Aibė G — sveikieji skaičiai, binarinė operacija — skai- 
čių sudėties operacija. Aišku, kad skaičių sudėtis yra asociatyvi ir komuta- 
tyvi, vadinasi, patenkintos pirmoji ir ketvirtoji aksiomos. 

Vienetinis elementas: O., 

Atvirkštiniai elementai: kiekvieno sveikojo skaičiaus æ atvirkštinis 
yra —a, t. y. at= —a. 

Pateiktoji grupė vadinama adityviąja** sveikųjų skaičių grupe. 

2 pavyzdys. Aibė G — teigiami racionalieji skaičiai, binarinė opera- 
cija — skaičių daugybos operacija. 

Vienetinis elementas: 1. 

Atvirkštiniai elementai: kiekvieno racionaliojo skaičiaus a/b atvirkš- 
tinis yra b/a. 

3 pavyzdys. Aibė G=(1, — 1}, binarinė operacija — skaičių daugy- 
bos operacija. 

Vienetinis elementas: 1. 

Atvirkštiniai elementai: 1-1=1, (—1) -(—1)=1, t. y. kiekvieno ele- 
mento atvirkštinis elementas yra jis pats. 

Visuose šiuose pavyzdžiuose pateiktos grupės — komutatyviosios. 


* Šios aksiomos buvo suformuluotos praslinkus beveik 100 metų nuo pirmųjų 
darbų iš grupių teorijos. Atkreipsime dėmesį į tai, kad, įtraukus vienetinį elementą į 
pirminių objektų sąrašą, vietoj aksiomos 42 galima formuluoti aksiomą 42’ : V (xe G) 
(x -e=x). [traukus į pirmines sąvokas atvirkštinio elemento sudarymo operaciją vietoj 
aksiomos 43 galima formuluoti aksiomą 43’ : V (xe G) (x: x7!=e). 

** Adicio — lotyniškai reiškia „pridėjimas“. 
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Kaip matėme, nagrinėjant aksiomines teorijas, iškyla jų aksiomų 
nepriklausomumo problema, t. y. klausimai: ar visos tos teorijos aksiomos 
yra reikalingos? Ar neišplaukia kuri nors aksioma iš kitų tos teorijos ak- 
siomų? Pradedant XIX a. pabaiga, aksiomų nepriklausomumui įrodyti 
vartojamas interpretacinis (dar vadinamas modeliniu) metodas. Norint 
parodyti, kad kuri nors aksiominės sistemos aksioma A yra nepriklausoma 
nuo kitų tos sistemos aksiomų 4,, ..., A m, sudaromas modelis, kuriame 
visos aksiomos A,, ..., A, yra tenkinamos, o aksioma A — netenkinama. 
Tuo parodoma, kad aksioma A yra nepriklausoma nuo aksiomų 4}, ..., 
AÁ m- 

Panagrinėsime paprastą aksiominę sistemą — plokštumos atstumo 
aksiomas. Jų yra trys. 

A1. Bet kuriuos du taškus A ir B atitinka neneigiamas dydis, vadinamas 
atstumu nuo taško A iki taško B. Atstumas lygus nuliui tik tada, kai taš- 
kai A ir B sutampa. Atstumas nuo A iki B žymimas šitaip: | AB |. Vadi- 
nasi, | 4B |>0, jei A #B, ir | AB|=0, jei A=B. 

A2. Atstumas nuo taško A iki taško B lygus atstumui nuo taško B iki 
taško A: 

| 4B|=|BA|. 


A3. Kad ir kokie būtų taškai A, B, C, atstumas nuo A iki C ne dides- 
nis už atstumų nuo A iki B ir nuo B iki C sumą: 


| ACIS] 4B|+|BC|. 


Panagrinėkime šitokį „pasakišką“ pateiktų atstumo aksiomų modelį. 
Plokštumą interpretuosime kaip mažą kaimelį iš trijų namų A, B, C. Taš- 
kus interpretuosime kaip tuos namus, kuriuose gyvena trys tinginiai. Jie 
nevaikšto ir nieko neveikia, o tik skambina telefonu vienas kitam. Susitar- 
sime, kad tinginys, gyvenantis name A, gali prisiskambinti tinginiui, gy- 
venančiam name B (ir atvirkščiai), per 3 minutes, t. y. laikome, kad prisi- 
skambinimo laikas priklauso nuo atstumo (atstumą matuosime minutėmis). 
Tinginys, gyvenantis name C, gali prisiskambinti tiek tinginiui, gyvenan- 
čiam name A, tiek ir tinginiui, gyvenančiam name B, per 1 minutę. Tingi- 
niai, gyvenantys namuose A ir B, gali prisiskambinti tinginiui, gyvenan- 
čiam name C, taip pat per 1 minutę. Tarsime, kad bet kuris tinginys gali 
prisiskambinti pats sau per nulinį laiką. Šį modelį galima matematizuoti 
šitaip. Sakykime, A, B, C — trys plokštumos taškai ir | AB |=| BA |=3. 
Atstumą tarp bet kurių kitų nesutampančių taškų laikysime lygiu 1, tarp 
sutampančių — nuliui. Lengva patikrinti, kad pateiktame modelyje ak- 
siomos Al ir 42 — išpildomos, o 43 — neišpildoma. Pavyzdžiui, | 4B |> 
>] AC|+| CBĮ, nes |AB|=3, o |AC|+|CB|=1+1=2. Vadinasi, 
A3 nepriklauso nuo Al ir 42. 

Kita svarbi problema, kuri iškyla nagrinėjant aksiomines teorijas, yra 
neprieštaringumo problema, t. y. ar nėra galimybės rasti prieštaravimą na- 
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grinėjamoje aksiominėje teorijoje. Sudėtingose aksiominėse teorijose 
paprastai nagrinėjamas santykinis šios problemos sprendimas, t. y. klausi- 
mas, ar nagrinėjamoji aksiominė sistema neprieštaringa, pakeičiamas klau- 
simu, ar neprieštaringa kita matematinė teorija. Šiam tikslui taip pat var- 
tojamas modelinis metodas, t. y. sudaromas modelis M, kuriame nagrinė- 
jamosios sistemos aksiomos yra teisingos. Tas modelis iš tikrųjų yra kuri 
nors kita matematinė teorija, atžvilgiu kurios įrodomas nagrinėjamosios 
aksiominės teorijos neprieštaringumas. Pavyzdžiui, įrodant neeuklidinės 
geometrijos aksiomų sistemos neprieštaringumą, modeliu M yra euklidinė 
geometrija, o įrodant pastarosios neprieštaringumą, modeliu M yra rea- 
liųjų skaičių aritmetika. Tęsdami toliau, gauname natūrinių skaičių arit- 
metiką. Apie absoliutų aksiominių sistemų neprieštaringumą ir kitas aksio- 
minių sistemų savybes — pilnumą bei išsprendžiamumą pakalbėsime vėliau. 
Pavyzdžių, iliustruojančių konkrečių geometrinių aksiominių sistemų mo- 
delinį neprieštaringumo įrodymą, skaitytojas gali rasti minėtose P. Vaško 
ir A. Kolmogorovo knygelėse. 


Pratimai 


1. Remdamiesi atstumo aksiomomis A1—43, įrodykite, kad bet kuriems taš- 
kams A, B, C, D: |AB|+| BC |+|CD|>|AD|. 

2. Sudarykime šitokį atstumo aksiomų sistemos modelį: | 4B |=1, | BA |=3. At- 
stumą tarp bet kurių kitų nesutampančių taškų laikykime lygiu 1, tarp satampančių — nu- 
liui. Remdamiesi šiuo modeliu, įrodykite, kad antroji ir trečioji atstumo aksiomos nepri- 
klauso nuo pirmosios. 


3. Sudarę atitinkamą modelį, įsitikinkite, kad: a) aksioma 42 nepriklauso nuo Al; 
b) aksioma 42 nepriklauso nuo 43. 


4. Pasistenkite parinkti šioms aibėms atitinkamą operaciją taip, kad gautumėme 
grupe. Kuriais atvejais tai įmanoma? a) visi realieji skaičiai; b) nelygūs nuliui realieji 
skaičiai; c) teigiami realieji skaičiai; d) neneigiami realieji skaičiai; e) kompleksiniai skai- 
čiai; f) kompleksiniai skaičiai, kurių modulis lygus 1; g) skaičiai 1, — 1, ¿= V-l1irc-i. 


S 2. Dedukcinės sistemos 


Abstrakčiosiose aksiominėse teorijose aksiominis metodas „stovi ant 
vienos kojos“, nes jose formuluojamos tik specifinės aksiomos. Trūksta 
„antrosios kojos“ — logikos. 


Dedukcinės (formaliosios) sistemos — tai tokios aksiominės sistemos, 
kurios gaunamos iš abstrakčiųjų tiksliai apibrėžus loginę dalį. Vadinasi, 
tokiose sistemose visos dedukcinės priemonės yra griežtai apibrėžtos. 
Dedukcinė sistema apibrėžiama šitaip: 

1) išvardijami vartojamieji simboliai (t. y. nusakomas sistemos alfa- 
betas); 


2) apibrėžiami nagrinėjamieji objektai; 
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3) pilnai nusakoma sistemos dedukcinė dalis, t. y. aksiomos ir išvedimo 
taisyklės, pagal kurias iš aksiomų arba iš jau išvestų objektų gaunami nauji 
objektai. 

Dedukcinėje sistemoje įrodymas yra baigtinė tos sistemos objektų se- 
ka, kurios kiekvienas narys yra arba aksioma, arba gaunamas iš ankstesnių 
narių pagal kurią nors vieną išvedimo taisyklę. Paskutinysis šios sekos na- 
rys vadinamas teorema. Sakykime, 7 — kuri nors dedukcinė sistema, A — 
koks nors tos sistemos objektas. Tai, kad A įrodoma sistemoje T (t. y. A 
yra sistemos T teorema), žymima šitaip: — A. 


T 

Pateiksime labai paprastą dedukcinės sistemos pavyzdį. 

6 pavyzdys. Alfabetas: (|, +, =}. 

Nagrinėjamieji objektai: formulės pavidalo r=s; čia r, s — termai 
(t. y. tam tikros išraiškos), sudaromi šitaip: 1) simbolis | yra termas; 
2)jeigu r — termas, tai išraiška r| taip pat termas ir jeigu r, s — termai, tai 
išraiška r+s — vėl termas. 

Dedukcinė dalis: aksioma 


|+!=|| (41). 


Išvedimo taisyklės: 
r+|=s 
r|+|=s| 
r+s=t 
r+5|=t| 


(T1), 


(T2). 


Šią sistemą pažymėsime raide S. Įrodysime, kad į} | +I = (il. 
S 


1. i+i=1 [41]. 
2. ||+|[=|lį [iš 1 pagal T1}. 
3. ||+-1|=|lij [iš 2 pagal T2}. 


Jeigu |, ||, Iil, ... interpretuotume kaip natūrinius skaičius, + — kaip 
natūrinių skaičių sudėtį, tai pagal pateiktąją dedukcinę sistemą galėtume su- 
dėti natūrinius skaičius. 

Išvardysime pagrindines problemas, kurios iškyla nagrinėjant bet kokią 
dedukcinę sistemą. ~ 

1. Neprieštaringumas: ar sistemos aksiomos ir išvedimo taisyklės yra 
tokios, kad, jomis remiantis, negalima išvesti prieštaravimo (t. y. įrodyti 
kurį nors tvirtinimą ir jį paneigti). Dedukcinių sistemų neprieštaringumas 
dar vadinamas absoliučiu neprieštaringumu. 

2. Pilnumas: ar suformuluotų aksiomų ir taisyklių pakanka išvesti vi- 
siems teisingiems objektams, nagrinėjamiems toje sistemoje. 

3. Nepriklausomumas: ar kuri nors aksioma arba taisyklė neišvedama 
iš kitų tos sistemos aksiomų ir išvedimo taisyklių. 
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4. Išsprendžiaimumas: ar egzistuoja metodas, kurį pritaikius galima pa- 
sakyti. ar duotasis sistemos objektas yra teorema (t. y. ar jis įrodomas), ar 
ne; sudėtingesnės dedukcinės sistemos yra neišsprendžiamos. 

Panagrinėsime keletą sudėtingesnių formaliųjų sistemų pavyzdžių. 

7 pavyzdys. Sudarysime teiginių logikos dedukcinę sistemą (dar va- 
dinamą teiginių skaičiavimu). 

Teiginių skaičiavimo išvedimo taisykles patogu taikyti tam tikro pavi- 
dalo objektams, kurie vadinami sekvencijomis. „Sekvencinis“ teiginių 
skaičiavimas pasižymi tuo, kad įrodymas jame konstruojamas gana pa- 
prastu būdu. 

1. Alfabetas: a) loginiai simboliai: (>, A, V, 13; 

b) sekvencijos simbolis: —; 

c) loginiai kintamieji (elementarieji teiginiai): Æ, 
Ez, E,; si) 

d) skliaustai: (,). 

2. Nagrinėjamieji objektai: objektai pavidalo T-—--A vadinami sek- 
vencijomis; čia T, A — bet kurios teiginių* sekos. Sekvencija Æ, ..., 
A„>B,, ... B, (m, n>0) interpretuojama kaip tvirtinimas pavidalo 


Ą A:= V Bi: jeigu m=0, tai sekvencija — B,, ..., B, interpretuoja- 
i=1 i=i 


n 
ma kaip teiginys V B,; jeigu n=0, tai sekvencija A,, .-., Am —> inter- 


i=1 
m 


pretuojama kaip tvirtinimas pavidalo A A, >(AA14). 
3. (a) Aksioma**: I',, A, T,—A,, i Az. 
(b) Išvedimo taisyklės: 


L, A->A,, B, A, (>=) i, T, A, A; P, B, T:> A ( 
TZALŪ=B, A, VV T, (4> Bb), I>A 


T-A,, A, A,; T->A,, B, A, | BAR A, B, rT, =A 


= —>), 


T— A, (A AB), As (CA), T, (A AB), T,-A (A), 
T-A,, A, B, A, T, A, F> å; T, B, T,—>A ` 
T74, (avB a OY T avp mp oa O 


P, A—> As A, (— k) 
T — å, 14, A, U, 14, la> A 


* Griežtai kalbant, turime apibrėžti ir teiginius (dar sakome — teiginių skaičiavi. 
mo formules). Tai nesunku ių šitokiu rekursiniu apibrėžimu : 1) bet koks logi- 


Ld . - bd 


(AVB), TA — teiginiai. 
** Aksiomoje ir išvedimo taisyklėse A, B — bet kokie teiginiai, T, F, Ta, A, A,, 
A, — bet kokios teiginių sekos. 
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Pažymėkime šią sistemą raide T. Įrodymus sistemoje T (taip pat ki- 
tose dedukcinėse sistemose) konstruosime „nuo galo — prie pradžios“. 
Tuomet pirmiausia formuluojame duotąją teoremą A ir parenkame prie- 
laidas A,, ..., Án, iš kurių teisingumo išplauktų teoremos A teisingumas. 
Jeigu parinktų prielaidų įrodyti nepasiseka, tenka parinkti kitas prielaidas 
(tokia situacija yra tipiška neišsprendžiamai sistemai). Toliau tą patį pro- 
cesą taikome kiekvienai iš prielaidų A, (i=1, ..., n), kol gauname teisin- 
gus tvirtinimus. Konstruojamas įrodymas yra medžio pavidalo. 

Konstruojant įrodymus sistemoje T, įrodymo medžio viršūnėse yra 
sekvencijos pavidalo F, A, T,—>A,, 4, âa, t. y. aksiomos, o kamieno apa- 
čioje yra sekvencija, kurios įrodymą reikia sukonstruoti. Beje, visos si- 
stemos T taisyklės yra tokios, kad iš išvadų įrodomumo išplaukia kiekvie- 
nos prielaidos įrodomumas (pvz., jeigu įrodoma sekvencija I'-—>A,, (A AB), 
Aa tai įrodomos ir sekvencijos T—-A,, A, Ap, T—-A,, B, Aa). Tokios 
taisyklės vadinamos apverčiamomis. Todėl, jeigu tvirtinimas įrodomas, 
tai jį galime įrodyti ir taikydami sistemos T taisykles atvirkščia tvarka. 
Be to, šios taisyklės pasižymi dar viena svarbia savybe — kiekvienos 
taisyklės prielaidos yra paprastesnės už tos taisyklės išvadą (t. y. sekven- 
ciją, parašytą po brūkšnio). Todėl, taikydami kokiai nors sekvencijai S 
taktiką „nuo galo — prie pradžios“, arba visose medžio viršūnėse gausime 
aksiomas (tuo atveju sekvencija S — įrodoma), arba kurioje nors šakoje 
gausime sekvenciją, kuri susideda iš elementarių teiginių, bet nėra aksioma 
(tuo atveju sekvencija S neįrodoma). Faktiškai čia aprašėme konstrukty- 
vų būdą, kuriuo remiantis galima pasakyti, ar duotoji sekvencija įrodoma, 
ar ne. Kartu parodėme, kad sistema T yra išsprendžiama. Sistema T yra 
taip pat neprieštaringa, pilna ir nepriklausoma. 

Įrodysime, kad |- ((4AAB) => C] <(4A=>(8> C)). Tam turime 

T 


įrodyti, kad 
(a) E >((4AB) = C) = (4 = (B => €)), 
(b) = -> (A > (B > C)) => ((A AB) > C). 


Įrodysime (a). Šalia kiekvieno perėjimo pažymėsime taisyklę, kuria 
remiantis tas perėjimas buvo atliktas. 


A, B-> A, C; A, B>B, C (>A) 
A, B—>(AAB), C C, 4, B>C 


((4AB)= C). A, B>C s pr 
((4A8) > C), A> (B=C) S 
((AAB) = C)—> (4= (B= C)) P 


> ((4AB)= C) = (4 = (B= C)) 
Vadinasi, šio įrodymo medis yra šitokios struktūros (2 pav.). 
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2 pav. 


Įrodysime (b): 
A, B--B; C, A, B-C 


A, B> A, C; (B = C), A4 B-C 
(4=(B=C)), 4 B>C 
(4=(B=C)), AnB>C 

(A>(B>C))>(AAB) > C 
sses) (amsi) O 


8 pavyzdys. Sudarysime predikatų logikos dedukcinę sistemą (dar 
vadinamą predikatų skaičiavimu). 

1. Alfabetas: a) loginiai simboliai: (=>, A, V, 1, V, 3}; b) sekvenci- 
jos simbolis: —>; <) kintamieji: a, b, ..., x, y, ...; d) funkciniai simboliai: 
f. fi, ---3 €) predikatiniai simboliai: R, R,, R,, ...; f) skliaustai: (,). 

2. Nagrinėjamieji objektai: sekvencijos T--—->-A; čia V", A — bet kurios 
predikatų logikos formulių* sekos. 

3. Predikatų skaičiavimo dedukcinė dalis gaunama, prie teiginių skai- 
čiavimo dedukcinės dalies pridėjus šias taisykles, skirtas operuoti su kvan- 
toriais: 

T — A, A(b), A, 
T->A, YxAl®ð, A. (> V), T, YxA(x), T, —-A 
T> An Al) IX AG (ap „Alb, T> A 
T — A, 3xA4x), A, ” Ta Ix A(x), T> A 


* Griežtai kalbant, turime tiksliai nusakyti, ką reiškia „predikatų logikos formu- 
lè“. Pirmiau apibrėšime fermą. 1) Bet koks kintamasis — termas; 2) jeigu f —. n-vietis 
(n7>0) funkcinis simbolis, f}, ..-, ta — termai, tai išraiška /(/;,, ..., ín) — termas. Dabar 
apibrėšime formule. 1) Sakykime, R — n-vietis predikatinis simbolis (2>0), t}, ..., Én — 
termai, tuomet R (tı, ..-, /„) — formulė; 2) jeigu A, B — formulės, tai išraiškos (A = B), 
(AAB), (AV B), 1 A — formulės; 3) jeigu A — formulė, x — kintamasis, tai V xA (x), 
3 xA (x) — formulės. 


T,, A(t), Vx A(x), F,->A (V —>), 


(a —>). 
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Taisyklėse (—>V) ir (3—>) b — kintamasis, nejeinantis į išvadą; taisyk- 
lėse (V—), (—3) + — termas, laisvas kintamojo x atžvilgiu formulėje A 
(žr. II sk. $ 2). 

Šitaip apibrėžtą predikatų logikos dedukcinę sistemą pažymėkime rai- 
de P. Joje įrodymą konstruojame panašiai, kaip ir teiginių dedukcinėje 
sistemoje T. Visos sistemos P įrodymo taisyklės yra taip pat apverčiamos. 
Tačiau taikant taisykles (V—), (—3), t. y. pereinant nuo išvados prie prie- 
laidos, visiškai neaišku, kokį parinkti termą /. Šios taisyklės yra apverčia- 
mos dėl to, kad jų prielaidose yra kartojama formulė, kuriai taikoma kvan- 
torinė taisyklė. Todėl šių taisykiių prielaidos yra sudėtingesnės už jų iš- 
vadas, ir neaiškų, kada reikia baigti įrodymo ieškojimo procesą, jei kurioje 
mors šakoje negauta aksiomos. Tai principinis sunkumas, kuris paaiš- 
kinamas tuo, kad predikatų logikos dedukcinė sistema yra neišsprendžia- 
ma. Pateiksime pavyzdį, rodantį, kad iš tikrųjų reikia turėti „dubliuo- 
jančią“ (—>3) taisyklę (analogišką įrodymą galima sukonstruoti (V—) 
taisyklei): 


R(6) > R(a), R(6), 1 R(b,), 3xVy(R(x) VI R(y)) 


ROTRA RØVIROD IIVY(ROVIRO) |, k 
R(E) Rio), Vy(RGVI RO), 25VY(ROVTRO)) I p ap 
R (b) > R(a), Ixy y (REVIR) (>17) 

> R (a), 1R (b), 3xYy(R@VIR) syi 

> R(a)v 1 R(b), 3 x Y y (R(x) VI R(»)) =Y) 

>Y y (Ra vI R(y), BxVy(R(x) Vv R(y)) (>3). 


—>2xVy(R(x)vū R (»)) 


Beje, šiuo metu žinoma daug atskirų predikatų logikos fragmentų, ku- 
rie yra išsprendžiami. Pavyzdžiui, jeigu apsiribosime tik vienviečiais pre- 
dikatais be funkcinių simbolių (tokia predikatų logika dar vadinama mo- 
nadine), tai nesunku įrodyti, kad tokia sistema išsprendžiama. 

9 pavyzdys. Kartais patogu nagrinėti predikatų skaičiavimą su lygy- 
be. Tokia sistema gaunama prie aptartosios sistemos P alfabeto prijungus 
lygybės predikatinį simbolį „=“, o prie dedukcinės dalies prijungus aksio- 
mą pavidalo T'—A,, (r=r), A, ir šias dvi išvedimo taisykles: 


To oan OSA ga 
r, (s), (r=s), T, (s) -> A (s) D V 


F(s), (r=5), Fa (5) > A (5) (i 
T,(+), r= =s), I, C) >A) 
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Šitaip sudarytą predikatų dedukcinę sistemą su lygybe pažymėkime 
P... Jeigu šios sistemos alfabeto predikatinių simbolių aibę sudaro tik ly- 
gybės predikatas, tai aksioma T,, A, T,—>A,, A, A, tampa priklausoma, 
t. y. ją galima išvesti iš likusios dedukcinės dalies. Tokią sistemą žymėsime: 
PŁ. Sistemos P. ir PL yra pilnos, neprieštaringos, bet neišsprendžiamos. 

Parodysime, kad: 


a) -5z > (r=s)= (4() = 46); 
b) Fry > (r=5) => (5="); 


c) 57 Ei (r=s) A (s=1)) => ("=t); 
D r > Yra (=70)=>(/(/0))=>)). 


Tje asi konstruojami šitaip: 
a) (r=s), A(s)-> A(s) 
(r=5), A(r)—> A(s) =) 
(r=s)—> Ar) => A(s) 
> (r=s)= (Ar) = A(5)) 
b) „== (=;) 


(r=s)—> (s=r) 


(>=>); 


(> =>); 
> (r=5) => (s=r) 


c) By PE (=) 
r=s), (r7=1)>(r =! "= 
(r=s), (s=1) > (r=t) (=) 

A->) 


ASVEL) ET, 


> ((=s)A(s=1)) > (r=t) 
„A b», ax (=F) > =b b) p 


(=>) 
(== 52 3x (Gero) - S 
A G r0)> (r(r00)=6), 3 (Crese 6-0) 
—3x (=r) = (ru o)=2)) 


—> 


>Vyix (c= w) = (rro)>>)) 


5. R. Pliuškevičius 


10 pavyzdys. Apibrėšime grupių teorijos dedukcinę sistemą. Ji gau- 
namą iš sistemos P: atlikus šiuos pakeitimus: 

1) funkcinių simbolių aibę konkretizavus šitaip: - (daugybos simbolis), 1 
(atvirkštinio elemento sudarymo simbolis), e (vienetas, nulvietis funkcinis 
simbolis) ; 

2) prie dedukcinės dalies pridėjus šitokias šešias išvedimo taisykles 
(atitinkančias grupių teorijos aksiomas): 


I -> A (s) > Tr A (r) A 
Toa CO Trap CP 
čia r5 (t-r)-s; s,.Zt-(r-s); 
hate 5. — 1 
r tai ss Ze. 


Pavyzdžiui, (2.3) taisyklė yra pavidalo 


T ->A(r-(7)) 
T-A(o) 


Šią dedukcinę sistemą pažymėkime raide G. Parodysime, kad - —>t 7! x 
G 
xt=e, t. y. kairysis atvirkštinis elementas yra kartu ir dešinysis atvirkš- 
tinis. 
—— 2E — (1.3) 
> (47!)- (7) =e (1.2) 


ZO AU N a) 


Ba eee a, 
> (171). (0-47-0797) =e (2.1) 


>e: (r (1757) ae 
Sio AA ea) 
(72-06) (1714 7-1)=e (2.3) 
—(1—1-.t)-e=e 
55 42 
Sistema G yra neprieštaringa, pilna, nepriklausoma, bet neišsprendžia- 
ma. Jei prie sistemos G dedukcinės dalies prijungsime taisyklę, atitinkančią 
komutatyvumo aksiomą (t. y. r-s=s-r) 


T->A(r-s) 
T->A(s-+)? 


tai gausime komutatyvinę grupių dedukcinę sistemą, kuri yra jau išspren- 
džiama. 


58 


11 pavyzdys. Apibrėšime natūrinių skaičių dedukcinę sistemą. Ji gau- 
nama iš sistemos P% šitaip: 1) konkretizavus funkcinių simbolių aibę : + 
(sudėtis), : (daugyba), ° (esantis po — vienvietis funkcinis simbolis) ir 
0 (nulis, nulvietis funkcinis simbolis); 2) prijungus šitokias aksiomas ir 
išvedimo taisykles. 


Aksiomos: 

Al. > I(t'=O0); 

A2. > (t =r) = (t=r); 
A3. > t+0=ft¢; 

A4. > t+r'=(t+r'; 
A5.>1-0=0; 

A6. — f-r'=t-r +1. 


Išvedimo taisyklės: 


I --A,, A, å; T, A, T, > A 
i T, I,, T: > å, Âz, A (Tl). 


(T1) taisyklė vadinama pjūvio taisykle. 


TA, 4(0), å; T, 4(6)-> A,, A(6'), A, (T2); 
T->A,, VxA(x), Aa ? 


čia kintamasis 5 nejeina į taisyklės išvadą, 

Paskutinioji taisyklė vadinama indukcijos taisykle ir atitinka mate- 
matinės indukcijos principą. Kairioji šios taisyklės prielaida atitinka in- 
dukcijos bazę, dešinioji — indukcijos žingsnį, x — indukcijos parametrą. 
Šią sistemą pažymėkime raide N. Parodysime, kad -—>VxVy(x+y=0 > 

| N 
=> x=0Ay=0). 

Iš pradžių parodysime (naudodamiesi indukcija y atžvilgiu), kad 
F > V y (x+ y=0 > x=0Ayx=0). 


(a) Indukcijos bazė: 


=s 


0+0=0, x=0 > 0=0 


(=;) 
x+0=x, x=0—>-x=0 
0 0 0 2 
> x+0=x; x+0=x, x+0=0> x= (T1) 
A O is EG 
: x+0=0—>x=0A0-=0 (>>). 


>x+0=0 => +=>0A0=0 
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(b) Indukcijos žingsnis: 
A, x+b' =0, (x+6/=0—- 0=0, B =) 
A, x+6=(x++6), (x+by=0—(x+by =0, B (>) 
—1((++5Y=0); A, 1((++bY=0), x+6'= (++6Y, (x+by =0 >B 
A, x+ =(x+by, G+6/=0—- B (=, 
=> x+b =(x+byY; A, x+Bb=(x+by, x+b =0—> B (T1) 


| A, x+6=>0—> B 
A>x+b6=0—> 8 


čia A reiškia formulę x+6=0 => x=0 Ab=0, o B — formulę x=0 Ąb'=0. 
Pritaikę (a) ir (b) įrodymams (T2) taisyklę, gauname: >-Vy(x+y=0> 
= (x=0 Ay=0)) (0). 
Norimą rezultatą gauname šitaip: 


(Ti) 


(==); 


(c) 
>Y x Y y (x+y=0 => x=0Ay=0) (>W. 

Jeigu iš sistemos N alfabeto pašalinsime daugybos simbolį, o iš deduk- 
cinės dalies — aksiomas 45 ir 46, tai gausime sistemą, kuri yra nepriešta- 
ringa, pilna ir išsprendžiama. Tačiau visa sistema A yra neišsprendžiama. 
Dar daugiau, K. Gėdelis 1931 m. įrodė*, kad sistema N yra nepilna, o jos 
neprieštaringumo negalima įrodyti sistemoje N. Hilberto mokinys vokiečių 
matematikas G. Gentcenas (1909— 1945) 1936 m. įrodė sistemos A ne- 
prieštaringumą pasinaudojęs tam tikra begaline indukcija. 


Pratimai 


1. Sudarykite dedukcinę sistemą lyginių natūrinių skaičių sudėčiai. 
(Nurodymas: žr. 6 pavyzdį.) 
2. Kurie iš šių teiginių įrodomi teiginių dedukcinėje sistemoje T? 
Ė (A=>27B) > (VIB=>04); 
(4 => B)A B) = 4; 
2 (A = B) (B => c)) > (C = A); 
d) ((AVBJAA)=> 38. 
3. Įrodykite predikatų dedukcinėje sistemoje P šias formules: 
a) Yx A(x) > 13x14(x); 
b) 2xVyA(x, y) => VyAx A(x, y); 
c) Vx (4) = Bx)) > (Yx4 (x) > Y xB); 


d) 1 (v= (Ca014(0) = (401140). 


* Plačiau apie Gėdelio teoremą galima paskaityti knygelėje Ycnenckuū B. A. 
Teopema Fėnena o HenojHoTe. — IlonynapaEie JIeKIMH MO MaTEMATHUKC. Brmyck 
57. — M.: Hayka, 1982. 
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4. Įrodykite predikatų dedukcinėje sistemoje su lygybe P“ šias formules: 
a) (r=t) > ((s=t) > (r=s)); 


` 


b) Yx(x=f (9) => Yy (r(0)>>) 
c) 3xVY (6 =f (9) = (7 (7 0)-)) 


S. Įrodykite dedukcinėje grupių teorijos sistemoje G šias formules: 
a) e-<P=r; 

b) r x=r > x=e; 

c) x r=r => x=e; 

d) r-x=e23-x=rp"!: 

e) x-r=e:> x=r7}; 

f) r-s=t:s>rst,; 

g) s-r>as t>r=t,; 

h) (r =r; 

i) (r-T 1=s71. rt, 

6. Įrody kite dedukcinėje natūrinių skaičių sistemoje N šias formules: 
a) Y xy (xX +y=(x+7)); 

b) Y xy (x+y=y+x); 

c) Yx (x: y=0 => x=0 A y=). 


VI. ALGORITMAI 


Ne visiems žinoma, kad žodis algoritmas susijęs su konkrečiu geogra- 
finės vietovės (dabar esančios Uzbekijos TSR sritimi) pavadinimu — 
Chorezmu. Chorezme IX a. gyveno garsus matematikas ir astronomas, 
kurio pilnas vardas Abu Abdula Muchamedas ibn Musa al-Chorezmi. Jis 
sudarė taisykles keturiems aritmetikos veiksmams su dešimtainiais skaičiais 
atlikti. XII a. lotyniškai išleistas šio matematiko darbų traktatas praside- 
da žodžiais Dixit Algorizmi („Pasakė Algorizmi“). Nuo čia ir kilo žodis 
algoritmas — iš pradžių pažymėti dešimtainę skaičiavimo sistemą ir veiks- 
mus joje, o vėliau pažymėti bet kuriuos veiksmus, kuriais remiantis spren- 
džiami to paties tipo uždaviniai. Šiuo metu algoritmo sąvoka yra labai 
svarbi ne tik matematikoje, bet ir sprendžiant įvairius uždavinius elektroni- 
nėmis skaičiavimo mašinomis. 1979 m. Urgenčo mieste (Chorezmo sri- 
ties centras), pagerbiant Vidurinės Azijos įžymųjį matematiką, įvyko tarp- 
tautinis simpoziumas „Algoritmai šiuolaikinėje matematikoje ir jos taiky- 
muose“. | 

Algoritmo sąvoka, panašiai kaip ir aibės sąvoka, ilgą laiką buvo lai- 
koma pirmine ir suprantama intuityviai. Matematikų siekimas sugriež- 
tinti algoritmo sąvoką aiškinamas dvejopai. Pirma — būtinumas patiks- 
linti matematines sąvokas, susijęs su aibių teorijos paradoksais, antra — 
noras įrodyti, kad tam tikriems uždaviniams visai neegzistuoja sprendimo 
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algoritmo. Algoritmai turi bendrų bruožų su formaliosiomis sistemomis 
(t. y. su griežta įrodymo sąvoka). Pagrindinis skirtumas tarp jų tas, kad 
pastarosios tik leidžia vykdyti konkrečius veiksmus (kuriuos apibrėžia 
išvedimo taisyklės), o algoritmai apibrėžia ir nurodo, kad reikia vykdyti 
konkrečius veiksmus. 

Šiame skyrelyje konkrečiais pavyzdžiais iliustruojama intuityvi algo- 
ritmo sąvoka bei aprašomas paprastas (vienas iš daugelio!) tos sąvokos 
patikslinimas — Posto mašina, supažindinama su algoritmine teiginių 
logika. - 


S. 1. Intuityvi algoritmo sąvoka 


Pateiksime keletą pavyzdžių, iliustruojančių intuityvią algoritmo są- 
voką, Kol kas algoritmą suprasime kaip tam tikrą metodą, veiksmą. 

1 pavyzdys. Kaip išeiti iš labirinto? 

inomoje graikų legendoje pasakojama apie didvyrį Tesėją, kuris iš- 
drįso įeiti į labirintą ir užmušti pabaisą Minotaurą. Tesėjui padėjo Ariadna, 
davusi jam siūlų kamuolį nueitam keliui žymėti ir laikiusi siūlo galą. 

Sakykime, mes, kaip ir Tesėjas, panorome pasivaikščioti labirintu. 
Labirintą suprasime kaip baigtinę aibę taškų 4, B, C, ... (vaizduojančių 
aikšteles) ir baigtinę aibę atkarpų AB, BC, ... (vaizduojančių koridorius), 
jungiančių kai kuriuos iš tų taškų. Sakysime, aikštelė Y pasiekiama iš 
aikštelės X, jeigu yra kelias iš aikštelės X į aikštelę Y. 

Aprašysime algoritmą, pagal kurį galima nustatyti, ar pasiekiama duo- 
toji (galinė) aikštelė iš pradinės aikštelės. Jeigu duotoji galinė aikštelė ne- 
pasiekiama, tai aprašytasis metodas padės sugrįžti atgal. 

Tarkime, kad turime, kaip ir Tesėjas, pakankamai didelį siūlų kamuolį. 
Kiekvieną koridorių galima praeiti du kartus: vieną kartą — viena kryp- 
timi, antrą kartą — kita kryptimi. Susitarsime nė karto nepracitą koridorių 
vadinti žaliu, vieną kartą praeitą koridorių — geltonu, o praeitą du kar- 
tus, t. y. einant pirmyn ir atgal, — raudonu. Iš bet kurios aikštelės į gre- 
timą galima patekti dviem būdais: 

1) einant pirmyn (t. y. išvyniojant siūlų kamuolį) žaliu koridoriumi; 

2) einant atgal (t. y. suvyniojant siūlų kamuolį) geltonu koridoriumi. 

Sutarsime, kad galime žymėti skirtingų spalvų koridorius ir atpažinti 
galinę aikštelę. 

Aikštelės gali būti šitokios: 

1) pradinė; 

2) aikštelė, iš kurios išeina bent vienas žalias koridorius (laisvas kelias); 

3) aikštelė, iš kurios neišeina nė vienas žalias koridorius: jeigu iš aikš- 
telės išeina vienintelis geltonas koridorius, — tai aklavietė, priešingu at- 
vejų, — kilpa; 

4) galinė aikštelė. 

Norimas metodas gali būti aprašytas šitaip: 
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Aikštelė Veiksmas 


Pradinė, iš kurios išeina tik 


raudoni koridoriai Stop 
Galinė Stop 
ridoriumi 


Kilpa arba aklavietė Atgal geltonu koridoriumi (suvyniojant 


Laisvas kelias | Pirmyn pirmuoju iš kairės žaliu ko- 
| siūlų kamuolį) 

2 pavyzdys. Ar mokame surasti bendrą didžiausią daliklį ? 

Visiems žinoma, kad kelių skaičių bendru dalikliu vadinamas skaičius, 
kuris yra kiekvieno iš jų daliklis. Iš visų bendrų daliklių visada vienas yra 
didžiausias, šis skaičius vadinamas bendru didžiausiu dalikliu (sutrumpin- 
tai b. d. d.). Nedidelių skaičių b. d. d. galima tiesiog atspėti, o didelių 
skaičių b. d. d. rasime šiuo metodu. 

1) Išskaidome kiekvieną skaičių pirminiais dauginamaisiais. 

2) Surašome tuos dauginamuosius, kurie įeina į visus duotuosius skai- 
čius; kiekvieną tokį dauginamąjį imame su mažiausiu rodikliu, su kuriuo 
jis įeina į duotuosius skaičius. 

3) Išrinktus dauginamuosius sudauginame. 

Skaičių a,, ..., a, bendrą didžiausią daliklį žymėsime šitaip: b. d. d. 
(is sce Ga): 

Raskime b. d. d. (1080, 8100, 234). 

1. 1080=23-33-5, 8100=22 - 34-52. 234=2-32-13; 

> 

3. 2-32=18. 

Tą patį rezultatą galime gauti ir kitu būdu. Iš pradžių randame b. d. d. 
(1080, 8100). 

1. 1080=23- 35. 5, 8100=22 - 34. 52; 

2. 22.35.5) 

3228-3845. 

Dabar randame b. d. d. (22-33 - 5: 234). 

L 2ra 3945, 234 =2 : 32 - 13; 

2. 2, 32; 

3. 2-32=18, 

Vadinasi, kelių skaičių b. d. d. visada rasime, jei mokėsime rasti tik 
dviejų skaičių b. d. d. 

Dviejų skaičių m ir n b. d. d. galima rasti pagal Euklido algoritmą. 
Jame nevartojame dalybos operacijos (ją vartojome skaičiams išskaidyti 
pirminiais dauginamaisiais), o tik atimtį ir dviejų skaičių lyginimo opera- 
cijas. Euklido algoritmas susideda iš šitokių veiksmų. 
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1. Patikrinti, ar pirmasis skaičius lygus antrajam. Jeigu taip, tai b. d. d. 
“m, n) lygus pirmajam skaičiui, priešingu atveju — pereiti prie antrojo 
veiksmo. 

2. Patikrinti, ar pirmasis skaičius didesnis už antrąjį, jeigu taip, pereiti 
prie trečiojo veiksmo, priešingu atvejų — prie ketvirtojo veiksmo. 

3. Iš pirmojo skaičiaus atimti antrąjį ir gautą skirtumą vadinti pirmuoju 
skaičiumi. Grįžti prie pirmojo veiksmo. 

4, Iš antrojo skaičiaus atimti pirmą jį ir gautą skirtumą vadinti antruoju 
skaičiumi. Grįžti prie pirmojo veiksmo. 

Pabandysime matematiškiau užrašyti aprašytą jį algoritmą. Įvesime šias 
operacijas: 

1) priskyrimo operaciją, žymimą a:=t. Šia operacija kintamojo a 
reikšmė pakeičiama išraiškos / reikšme; 

2) kompozicijos operaciją, žymimą («,; +4); čia «,, æa — bet kokie al- 
goritmai (t. y. bet kokie veiksmai). Tai nuoseklaus algoritmų a, ir æ, atli- 
kimo operacija; 

3) iteracijos operaciją, žymimą (P, «)* ir skaitomą „Kol P, atliekama a“. 
Ši operacija reiškia, kad skaičiuojama pagal algoritmą « tol, kol teisingas 
tvirtinimas P. Priešingu atveju atliekama sekanti operacija; 

4) alternatyvos operaciją, žymimą (P-—-x,, «,) ir skaitomą „Jeigu P, 
tai a,, priešingų atveju 44“. Ši operacija reiškia, kad skaičiuojama pagal 
algoritmą a,, kai tvirtinimas P teisingas, priešingu atveju skaičiuojama pagal 
algoritmą* a. 

Skliaustų, nurodančių įvestų operacijų veikimo sritį, kartais nerašysime, 
jeigu tai nesukels nesusipratimų (panašiai elgiamės teiginių ir predikatų 
logikoje). Suformuluotą algoritmą dviejų skaičių m ir n b. d. d. rasti apra- 
šysime šitaip (įvesime kintamuosius a, b, kuriuose kaupsime tarpinius 
rezultatus, pradiniai duomenys yra skaičiai m ir n): 

a:=m; b:=n; (a+b, (a>b-a:=a-b, b:=b-a))*. 

3 pavyzdys. Ar mokame spręsti diofantines lygtis? 

Kiekvienas iš mūsų moka spręsti pirmojo ir antrojo laipsnio lygtis su 
vienu nežinomuoju. Tačiau lygtis gali turėti n nežinomųjų. Tai tokios lyg- 
tys, kurių kairiosios pusės yra daugianariai su bet kokiu nežinomųjų skai- 
Žiumi, sakysime, 3x19 + 5x4 +9x4+ 10 =0, Tokios lygtys vadinamos diofan- 
tinėmis**, 

Žymiųjų Hilberto problemų, suformuluotų 1900 m., sąraše 10-oji buvo 
šitokia: „Sakykime, duota bet kuri diofantinė lygtis su bet kokiu nežinomų jų 
„skaičiumi ir su sveikaisiais koeficientais; reikia rasti bendrą metodą, kuriuo 
„per baigtinį žingsnių skaičių nusiatytume, ar duotoji lygtis turi sprendinį, 
išreikštą sveikaisiais skaičiais, ar ne“. Dar senovės matematikai mokėjo 
spręsti paprasčiausias diofantines lygtis. Aprašysime bendrą metodą lyg- 


* Atskiru atveju a, gali reikšti „tuščią veiksmą“ (t. y. nieko neatliekama), Šiuo at- 


vejų vietoj 4, rašysime J. 
** Diofantas (II—III m. e. a.) — senovės graikų matematikas. 
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čiai ax4+by= 1 spręsti; čia a, b — sveiki teigiami skaičiai. Atkreipsime dė- 
mesį į tai, kad tokio pavidalo lygtis neturi sveikųjų sprendinių, jeigu a 
ir b turi bendrų daliklių. Tos lygties sprendimo metodas susideda iš ši- 
tokių veiksmų. 

1. Jeigu a=1 Vb=1, tai x=1, y=0 (kai a=1) arba x=0, y=1 (kai 
b=1). 
2. Jeigu a + 1 Ab+1, tai dalijame a iš b (jeigu a<b, tai dalijame b iš 
a), t. y. 

a=ą,b+a, (1 <a,<b). 


Gautąją išraišką įrašome į pradinę lygtį: 
ax +b (qx +3)=1. 
Įvedę naujus nežinomuosius x,=*4; y,=g, x+y, gauname lygtį: 
a, x, +by,= L. 


Grįžtame prie pirmojo veiksmo. 

3. Aprašytą procesą tęsiame tol, kol vienas iš koeficientų prie x, arba 
y, pasidarys lygus 1. Paėmę x;=1, y„,=0 arba x„=0, y»„=1, gauname 
k-osios lygties sprendinį. Iš priklausomybių, siejančių nežinomuosius x; 
ir Yk SU Xy- İF y,-,, randame nežinomųjų x,-, ir y„-, reikšmes ir t. t., 
kol prieiname prie x ir y reikšmių. 

Aprašytasis metodas pasižymi šitokiomis savybėmis. 

1. Jis visai nepriklauso nuo sveikųjų skaičių a, b reikšmių, t. y. jis tin- 
ka visoms tokio tipo lygtims. Toji savybė vadinama metodo masiškumu. 

2. Veiksmai, kuriuos reikia atlikti, nepriklauso nuo to, kas juos atliks, 
nes jie aprašyti tiksliai ir negali sukelti abejonių. Toji savybė vadinama 
metodo determinuotumu. 

3. Kad ir kokia būtų pradinė lygtis, galų gale vis tiek gaunamas jos 
sprendinys. Toji savybė vadinama metodo rezultatyvumu. Algoritmo re- 
zultatyvumo nereikia painioti su jo baigtinumu. 

Tiek labirinto, tiek ir b. d. d. suradimo metodas turi masiškumo, de- 
terminuotumo ir rezultatyvumo savybes. Tas savybes turi ir visi kiti bend- 
ri metodai — skaičių sudėties, atimties, daugybos, dalybos, kėlimo laips- 
niu, šaknies traukimo, lygčių sistemos sprendimo Gauso metodu ir dauge- 
lis kitų gerai žinomų metodų. Bendras metodas, pasižymintis masiškumo, 
determinuotumo ir rezultatyvumo savybėmis, vadinamas algoritmu. 
Taip intuityviai suvokiamas algoritmas. Tokios intuityvios sąvokos visiš- 
kai pakanka, kad matematikas galų gale surastų uždavinio sprendimo al- 
goritmą. O jeigu algoritmo nėra? Po daugelio nesėkmingų bandymų iš- 
spręsti 10-ąją Hilberto problemą, matematikai ėmė manyti, kad neegzis- 
tuoja algoritmo bet kokiai diofantinei lygčiai išspręsti. Bet kaip tai griežtai 
matematiškai įrodyti? Juk algoritmo sąvoka buvo intuityvi, negriežta. 
Buvo pradėta ieškoti būdų šiai intuityviai algoritmo sąvokai patikslinti. 
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Nuo 1936 m. siūloma daug įvairių algoritmo sąvokos patikslinimų (jie visi 
yra ekvivalentūs). Jais remiantis, matematikai įrodė, kad yra uždavinių, 
kuriems neegzistuoja sprendimo algoritmo. Pirmas toks rezultatas buvo 
gautas logikos srityje. 1936 m. amerikiečių logikas A. Čiorčas įrodė, kad 
predikatų logikoje neegzistuoja algoritmo predikatų logikos formulių 
teisingumui patikrinti. Bet grįžkime prie 10-osios Hilberto problemos. 
Ją 1970 m. išsprendė tarybinis matematikas J. Matijasevičius (g. 1947 m.), 
irodęs, kad neegzistuoja visų diofantinių lygčių sprendimo algoritmo. 

iuo metu žinoma, kad jau ketvirtojo laipsnio diofantinės lygtys yra ne- 
išsprendžiamos, o pirmojo ir antrojo — išsprendžiamos. Dar nenustatyta, 
ar išsprendžiamos trečiojo laipsnio diofantinės lygtys. 


Pratimai 


i. Remiantis Euklido algoritmu, aprašytu naudojantis priskyrimo, kompozicijos, 
iteracijos ir alternatyvos operacijomis, raskite b. d. d. (12, 18). 

2. Išspręskite lygtį 5x4+2y=1 3 pavyzdyje nurodytu būdu. 

3. Užrašykite 3 pavyzdyje suformuluotą algoritmą, naudodamiesi priskyrimo, 
kompozicijos, iteracijos ir alternatyvos operacijomis. Remdamiesi tokiu šio algoritmo 
aprašymu, iš naujo išspręskite lygtį 5x4+2y=1. 


$ 2. Posto mašina 


1936 m. anglų matematikas A. Tiuringas ir amerikiečių matematikas 
E. Postas pasiūlė algoritmą traktuoti kaip tam tikros idealizuotos skaičia- 
vimo mašinos programą. Įdomu, kad tai jie padarė beveik kartu ir nepri- 
klausomai vienas nuo kito dar tuomet, kai realių elektroninių skaičiavimo 
mašinų nebuvo. Tiek Tiuringo, tiek ir Posto mašinos* iš principo mažai 
kuo skiriasi. Čia aprašysime Posto mašiną, nes ji paprastesnė. 


3 A 
Posto mašina (3 pav.) susideda iš: 
a) begalinės juostos, suskirstytos į ląsteles; kiekviena ląstelė yra arba 


tuščia, arba joje įrašytas simbolis — vertikalus brūkšnelis, vadinamas 
žyme; 

* Plačiau apie Posto mašiną galima paskaityti knygelėje: B. A. Yenenckuū. 
Mamana ocra. — HMonynspatIe nekumm no MaTeMaTEKE. BEmmycK 54. — M.: Hay- 
ka, 1979. 
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b) galvutės, kuri gali judėti išilgai juostos ir kuri (priklausomai nuo 
komandos) arba tik perskaito, kas yra duotojoje ląstelėje, arba nutrina 
esančią toje ląstelėje žymę, arba įrašo žymę į tą ląstelę. 

Posto mašina gali vykdyti šias komandas (kaip tai atliekama, paaiškės 
panagrinėjus pateiktus pavyzdžius). 


Žymėjimai Paaiškinimai 
a. > b Pastumti galvutę per vieną ląstelę į dešinę 
a. < b Pastumti galvutę per vieną ląstelę į kairę 
a. |b Įrašyti žymę į duotąją ląstelę 
a. T b Nutrinti žymę duotojoje ląstelėje 
b Pereiti prie komandos, kurios numeris programoje yra b, 
a. 4 jeigu duotojoje ląstelėje nėra žymės, priešingu atveju pereiti 
c prie komandos, kurios numeris programoje yra c 
Stop Sustabdyti programą 


Čia ir kitose komandose a — duotosios komandos numeris programoje, b — 
numeris komandos, prie kurios reikia pereiti. 


Posto mašinos programa vadinama baigtinė Posto mašinos komandų 
seka, tenkinanti šiuos reikalavimus: 1) seka sunumeruota iš eilės nuo 1 ligi 
n; 2) dešinėje komandų pusėje gali būti tik natūriniai skaičiai iš sekos 
| šešis 

4 pavyzdys. Duotos trys Posto komandų sekos 


(a) 1. |2 6) AO A 


2. X 1. ? 
2. —>3 33 M2 
" < 1. Stop 2. 3 
-2 3a 2 3. Stop 
4. Stop 


(a) seka yra Posto mašinos programa, (b) ir (c) sekos — ne ((b) sekoje 
pažeistas 1) reikalavimas, (c) sekoje — 2) reikalavimas). 

Jeigu duota pradinė Posto mašinos būsena, t. y. nurodyta, kokiose 
ląstelėse yra žymės ir prieš kurią ląstelę yra galvutė, tai, parašę kokią nors 
programą Posto mašinai, galime laukti, kad: 

1) mašina sustos, pasiekusi nesuprantamą komandą — reikėtų arba 
įrašyti žymę į ląstelę, kurioje jau yra žymė, arba nutrinti žymę tuščioje 
ląstelėje (nerezultatyvusis sustojimas); 
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2) mašina sustos pagal komandą „Stop“ (rezultatyvusis sustojimas); 
3) mašina veiks be galo ilgai nesustodama. 


5 pavyzdys. Pradinė Posto mašinos būsena — juosta iš tuščių ląstelių, 
galvutė vra prieš bet kurią ląstelę. Panagrinėsime šitokias tris programas: 


(a)i. 12 0112 (01 |2 


2. |3 2, ->3 2. —>3 
3. Stop 3. |4 3. —1 
4. Stop 


Mašina pagal (a) programą sustos nerezultatyviai antrame žingsnyje 
(pagal 1-4ją komandą reikia įrašyti žymę nagrinėjamojoje ląstelėje ir vyk- 
dyti 2-ąją komandą; o pagal 2-ą4ją komandą reikia įrašyti žymę į tą pačią 
ląstelę, todėl mašina sustos). Pagal (b) programą į dvi ląsteles įrašoma 
po žymę ir mašina rezultatyviai sustoja. Pagal (c) programą be galo įra- 
šinėjamos žymės į kas antrą ląstelę ir mašina niekada nesustos (pagal 
1-4ją komandą įrašoma žymė ir pereinama prie 2-osios komandos; pagal 
2-ąją komandą galvutė pastumiama prie gretimos iš dešinės ląstelės ir 
pereinama prie 3-iosios komandos; pagal 3-iąją komandą galvutė pastumia- 
ma prie gretimos iš dešinės ląstelės ir pereinama prie pirmosios komandos 
ir t. t.). Beje, jei prirašytume programoje dar vieną komandą — 4. Stop, 
niekas nuo to nepasikeistų — mašina niekada nesustos. 

Posto mašinoje nesunku atlikti veiksmus su sveikais teigiamais skai- 
čiais. Susitarsime nulį vaizduoti žyme |, vienetą — dviem žymėmis || ir 
t. t., skaičių 7 >0 — seka iš n+ 1 žymės. Vieną skaičių nuo kito atskiriame 
tuščiomis ląstelėmis. 

Pavyzdžiui, juostoje, pavaizduotoje 4 pav., užrašyti skaičiai 5, 0, 1. 


4 pav. 


6 pavyzdys. Pradinė Posto mašinos būsena — į juostą įrašytas skai- 
čius n, t. y. juostoje iš eilės yra (n+ 1) netuščia ląstelė, galvutė yra prieš bet 
kurią iš šių ląstelių. Sudarykime programą vienetui prie skaičiaus n pridėti. 
Viena iš galimų programų yra šitokia: 


l. —2 3. |4 
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7 pavyzdys. Sudarysime programą dviem skaičiams sudėti. 
Sakykime, tarp skaičių yra ł tuščia ląstelė. Galvutė stovi ties pirmąja 
iš kairės pažymėtąja ląstele. Paprasčiausia būtų į tuščią tarpinę ląstelę įra- 
šyti žymę, tačiau tuomet gautume dviem žymėmis per daug. Tas dvi žymes 
galima nutrinti pabaigoje arba dar geriau, jeigu pirmasis skaičius nelygus 
0, nutrinti jas iš pradžių. O jeigu pirmasis skaičius lygus 0, tai, nutrynę iš 
pradžių vieną žymę (kuri žymi 0) ir neužpildę tarpo, gauname rezultatą. 
Programa, realizuojanti pateiktą sprendimą, yra šitokia: 


l. T2 5. —>6 


4. T5 8. Stop 


Pagal 1 ir 2 komandą žymė nutrinama ir galvutė pastumiama per 
vieną ląstelę, pagal 3 komandą tikrinama sąlyga, pagal 4, 5, 6, 7 komandas 
žymė nutrinama, galvutė pastumiama iki tuščios ląstelės ir įrašoma į ją 
žymė. , 

Galima sudaryti programas Posto mašinai, kurios realizuotų ir kitas 
operacijas su skaičiais. Dar daugiau, E. Postas suformulavo :ezę, kad pagal 
bet kokį algoritmą galima parašyti Posto mašinai programą, realizuojančią 
tą algoritmą. Tos tezės teisingumą patvirtina tai, jog visi kiti, žymiai sudė- 
tingesni algoritmo sąvokos patikslinimai yra ekvivalentūs Posto mašinai. 
Nors Posto mašina ir atspindi tam tikras esmines elektroninių skaičiavimo 
mašinų savybes, bet jos sukonstruoti neįmanoma, nes jos juosta begalinė. 

Antra vertus, Posto mašiną iliustruoja tik principines algoritmo sąvo- 
kos savybes. Kiek sunkesnio uždavinio algoritmas Posto mašinai būtų gana 
gremėzdiškas. Programuojant uždavinį elektroninėms skaičiavimo maši- 
noms, galima naudoti žymiai efektyvesnes priemones. 

Sakysime, mums pavyko sukonstruoti kokio nors uždavinio sprendimo 
algoritmą ar bent įrodyti, kad jis egzistuoja. Tačiau, kaip pažymėjo tary- 
binis matematikas P. Novikovas, „Tam tikros uždavinių klasės algoritmi- 
nio išsprendžiamumo „grynas“ įrodymas reiškia ne daugiau kaip faktą, 
jog negalima įrodyti tos uždavinių klasės algoritminio neišsprendžiamumo “. 
Taigi ir žinodami, kad uždavinio sprendimo algoritmas egzistuoja, nesku- 
bėkime jo programuoti. Pirmiau įvertinkime, nors ir apytiksliai, jo sudėtin- 
gumą. Jei algoritmas gremėzdiškas, tai jį programuojant net galingiausioms 
ir greičiausioms elektroninėms skaičiavimo mašinoms nieko gera negausi- 
me, tai bus beprasmiškas jėgų ir energijos švaistymas. Tokiais atvejais ban- 
doma sugalvoti kitą šio uždavinio sprendimo algoritmą. 
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Pratimai 


— 


1. Pradinė Posto mašinos būsena — juosta tuščia, galvutė stovi ties bet kuria 
a Ag Sios programą, pagal kurią būtų visą laiką įrašinėjamos žymės į kas tr- 

astele. = 

2. Sudarykite programą 6 pavyzdyje nurodytam uždaviniui, jeigu galvutė yra prieš 
bet kurią tuščią ląstelę, esančią į dešinę nuo užpildytų. 

3. Juostoje įrašyta n> 1 žymių taip, kad tarp bet kurių gretimų yra viena tuščia ląs- 
Galvutė — ties kraštine iš kairės ląstele. Sudarykite programą n žymėms iš eilės įra- 

yti. 


4. Sudarykite programą 7 pavyzdyje nurodytam uždaviniui; tarp dėmenų yra bet 
kiek tuščių ląstelių. 


S. Sudarykite programą dviem skaičiams m ir n atimti, čia m>2n> 0. Galvutės padėtį 
ir tarpą tarp skaičių pasirinkite laisvai. 


S 3. Algoritminės logikos 


Dažnai sakoma, kad dviejų mokslų sankirtoje atsiranda nauji, įdomūs 
mokslai. Šią neabejotiną tiesą patvirtina ir algoritminės logikos, atsiradu- 
sios algoritmų teorijos, matematinės logikos ir programavimo sankirtoje. 
Daugelio specialistų nuomone, jos yra naujas samprotavimo būdas, idėjų 
šaltinis programavimo metodologijai, algoritminių kalbų bei skaičiavimo 
mašinų kūrimui bei jų tobulinimui. 

Algoritminėse logikose, greta įprastinių formulių, nagrinėjamos for- 
mulės pavidalo [«]4. Tokia formulė interpretuojama šitaip: atlikus algorit- 
mą a (jeigu jis baigiasi rezultatyviai), formulė A yra teisinga. 

Čia mes nagrinėsime pačią paprasčiausią algoritminę logiką — algo- 
ritminę teiginių logiką (sutrumpintai: ATL). Rašydami algoritmus, vietoj 
determinuotų alternatyvos ir iteracijos operacijų naudosime nedeterminuo- 
tas alternatyvos ir iteracijos operacijas. Jos gaunamos iš atitinkamų de- 
terminuotų operacijų pašalinus sąlygos tikrinimą ir įvedus atskirai testo 
operaciją „Tikrinti P“, kurią žymėsime P?. Nedeterminuotą (dar sakoma — 
neapibrėžtą) alternatyvą žymėsime simboliu | ir nedeterminuotą (neapi- 
brėžtą) iteraciją žymėsime simboliu *. Nedeterminuota alternatyva cja; 
reiškia neapibrėžtą vykdymą «x, arba æ; nedeterminuota iteracija x“ reiš- 
kia pakartotiną « vykdymą neapibrėžtą skaičių kartų. Įvestomis nedeter- 
minuotomis operacijomis galima išreikšti determinuotas operacijas. Iš 
tikrųjų operacija P-—-x,, «4 turi tą pačią prasmę, kaip ir (P?; x,) | T P?; 
02), O operacija (P, «)*, — kaip ir (P?; «)*; 1P?. Nagrinėjant ATL, algo- 
ritmai konstruojami iš testų ir algoritminių kintamųjų, naudojant kompo- 
zicijas, nedeterminuotos iteracijos ir alternatyvos operacijas. Algoritminiai 
kintamieji yra tarsi „juoda dėžė“, ir kas joje slypi, mums visai nereikia ži- 
noti. Sakykime, y — bet koks algoritminis kintamasis, P — bet koks tei- 
ginys, tuomet išraiškos (P A[y*](P > (x1P)) = [y*]P ir [y*]P = fy*] 
[y*]P yra ATL formulių pavyzdžiai. i 

Aprašysime ATL dedukcinę sistemą. Jos taisyklės taikomos sekvenci- 
joms, sudarytoms iš ATL formulių. ATL dedukcinė sistema gaunama iš 
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teiginių logikos sistemos T (žr. V skyr., 6 pavyzdį) dedukcinės dalies 
prijungus šias taisykles: 


T, P> ^, A, A, T, D >P, A: T, A, T, -A . 
Tr -> A, [P 4, A, (->2, T, (P4, T, >A (?->), 


T —> â, [z] A, As; T->A,, [-,] 4, A r [z] A, [04] A, T,— A Z 
A alaan 1 i aa poa h 


T > A, le]le]4A, A į Ti [il] A, T, > A |. 
FT, læ; 2, A, A, (>>), T, [æ,; aa] A, T,-A (G a 


T> A, R, A Ro [a] R; R-A T., A, [«][4*] A, T,-—> A 
T —> A, [a*] A, A, O). T., [4*] 4, T, > A (=>), 


Ay t.9 A, A 
T. [a] As, T, ...3 [2] An, Tr > â, [æ] A, A, (>l Į>). 


Taisyklėje (—>»*) R — bet kuri formulė. 

Įrodyta, kad sistema ATL yra neprieštaringa, pilna, nepriklausoma ir 
išsprendžiama. Norint įrodyti, kad algoritmai « ir B yra ekvivalentus, 
pakanka įrodyti, kad bet kuriam teiginiui P, nepriklausančiam «a, B, siste- 
moje ATL įrodomos šios dvi sekvencijos: ->[x] P => [8] P ir —[B] P > 
= [«]P. 

8 pavyzdys. Naudodamiesi sistema ATL, parodysime, kad algorit- 
mai («*)* ir «* — ekvivalentūs. Vadinasi, turime įrodyti, kad bet kuriai 
formulei P sistemoje ATL įrodomos dvi sekvencijos: (1)—=>[(«*)*1P = 
= [«"]P ir (2)>[4*]P = [(4*)*]P: 


1) B eP eua) 
(0*)*]P> P (>[]>) 
P, IKIP eP S 
KIPP O AROS 
-> [(*)®] P => [4*] P 
2) P, I P> PG) (43) 
[29] P > [+] PD; P IPO PR O g 
[PIP g). 


—> [«*] P = [(a*)*] P 


Pirmoji ir trečioji sekvencijos, esančios šio įrodymo medžio viršūnėse, 
yra aksiomos. Belieka įrodyti (2) sekvenciją: [4*]P— [4*] [4*]P: 
P, [d] [4 P> AP a 
[1*] P > [4*] P; [2*] P > [0] [4*] P; [«*] P > [a°] P 
(x*] P — [xf] [x*] P 


(—> +). 
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Pratimai 


` Sistemoje ATL įrodykite šių algoritmų ekvivalentiškumą (prieš tai užrašykite juos 
nedeterminyotomis operacijomis): 
a) P-a,, 4, ir TP-+>04,, 44; 
b) (P, 4)" ir P- (a; (P, a)*), A, 
4- 
Vietoj epilogė 


Knygelę baigsime žymiausio XIX a. matematiko K. Gauso žodžiais*, 
kurie visada aktualūs ne tik matematinei logikai, matematikai, bet ir moks- 
lui aplamai: „Skiriamasis šiuolaikinės matematikos bruožas yra kaip tik 
tas, kad ženklų ir terminų kalba yra tas svertas, kuriuo naudojantis daugu- 
mą sudėtingų įrodymų galima pakeisti pavieniais mechaniniais veiksmais. 
Taip mokslas įgijo neišsemiamą turtą, grožį ir užbaigtumą. Tačiau, kas- 
dien naudodamas šį instrumentą, mokslas prarado beveik tiek pat, kiek ir 
įgijo. Kaip dažnai tas svertas naudojamas tiesiog mechaniškai; teisėtai jį 
naudoti galima tik atsižvelgus į tam tikras prielaidas. Aš reikalauju, kad 
kiekvieną kartą, kai vartojama kokia nors žymėjimų sistema, ir kiekvieną 
kartą, kai vartojama kokia nors sąvoka, būtų giliai suvokiamos pradinės 
prielaidos, o pačio sverto savybės ir jo taikymo rezultatai niekuomet ne- 
būtų nagrinėjami neatsižvelgus į jo taikymo griežtą pagrindimą“. 


* Parašytais Gauso laiške savo draugui Šumacheriui 1850 m. rugsėjo 1 d. 


TURINYS 


Įvadas deals? sn aras ia TT 

į Teiginių tugika TTT 

$3 Teigiiiai ir veiksmai su jais ......a. sr aka č 
§ 2. Kaip nustatomas teiginių teisingumas ......... 9 
63. Ekvivalentųs teiginiai a. .esereseere, k sia Lt 
II. Predikatų logika ...ssss.asoseeeeorisegmeseme: 12 
$1. Termai ır predikatai ..esessesssreesoermres 13 
5.2. Kvantoriai icsi ss sko kasas K kia 1 
43. Ekvivalenčios formulės .,..... TS .: 18 
54. Ar mokame teisingai sadoryi neiginį? ....... 20 
UI Teoremos |... o S sias ed 
$ 1. Apibrėžimai ir pirminės sąvokOS „Likas 21 
$2. Teoremų struktūra ir ba USYS ceace kinis 24 
$3 Požymiai creire Krkos oirir nE sea T 
IV. Matematintai irodymai AANE EE EE EE 
$ 1. Išvedimo simbolio savybės, dedukcijos teorema 29 
§ 2. Kap elgtis su > Ir &? eesessososroessossso a 
ĝ 3. Kaip operuoti su konjunkcija ie disjunkoija? J 

$4. Atsargiai — kvantoriai! .(„„.„„m4eada! won maen | 

§ 5. Netiesioginiai įrodymai TI III 7 ET 44 
$6. Matematinės indukcijos metodas ..-........., 42 
$7. Begalinio nuolydžio metodas ..... TS 45 
V. Aksiominis metodas .....s.sseseas. T 46 


$ 1. Prasminės ir abstrakčiosios aksiominės teorijos 47 
$ 2. Dedukcinės sistemos ....sesosesosseoseseoeo Sd 
VI. Algoritmai =" Ai 
$ I. Intuilyvi algoritmo sąvaka „2... . |||) |||. 62 
$ 2, Posto mašina OET EEN E EEE EEE E 
$3. Algoritminės logikos ...eses.essecroroseesose 70 
Vietoj epilogo aa S a S ia a a E E 


Illkosa MaTreMaTKMKUŲ, Ne Zl. Permmamtac Aytanonya  "uomtanutoc, NO3BHAKONMMCA C 
MA TEMA TAHNECKON AOIrMKOA. Ha ABTOBCKOM Asblke MsaaTteabctso «Mokcnacx, BirALHTOC 
1983 


Matematikos mokykla, Nr. 21. Regimantas Pliuškevičius SUSIPAŽINKIME SU MATE- 
MATINE LOGIKA. 

Redaktorė A. Palaimaitė. Viršelio dailininkas A. Kazakauskas. Meninė redaktorė B. Gra- 
bauskienė. Techninė redaktorė E. Verbel Korektorės: M Vaineikienė N. Zadavičiūtė. 
HE Ne 1497 


Duota rinkti 83.03.03. Pasirašyta spausdinti 83.08.25 LV 11164. Formatas 60x84'/,c. 

Popierius — spaudos Nr. 1. S akių —,„Romaniška“, 10 punktų. Iškilioji spauda, 4,18 

sal. sp. J. 5,17 apsk. leid. 1. Tiražas 4000 egz. Užsakymas 407. Kaina 25 kp. Leidykla 

„Mokslas“, 232050 Vilnius, Žvaigždžių 23 Spaudė K Poželos spaustuvė, 233000 Kaunas, 
dimino 


